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NOMENCLATURE 



a Diffusivite thermique 

c Capacite calorifique 

D Diametre 

e Epaisseur 

E Effusivite thermique 

f Facteur de forme de rayonnement 

g Acceleration de la pesanteur 

h Coefficient de transfert de chaleur par convection 

AH Chaleur latente de changement de phase 

J Radiosite 

L Longueur, Luminance 

m Debit massique 

M Emittance 

NUT Nombre d’unites de transfert 

Q Quantite de chaleur 

q c Debit calorifique 

r, R Rayon 

Re Resistance de contact 

Rt Resistance thermique 

S Surface 

t Temps 

T Temperature 

u Vitesse 

V Volume 

x, y, z Variables d’espace 



Lettres grecques 

a Coefficient d’ absorption du rayonnement 

P Coefficient de dilatation cubique 

c Emissivite 

§ Densite de flux de chaleur 

O Transformee de Laplace du flux de chaleur 
cp Flux de chaleur 

X Conductivity thermique, longueur d’onde 

p Viscosite dynamique 

v Viscosite cinematique 

rj Rendement ou efficacite 

Q Angle solide 

p Coefficient de reflexion du rayonnement 

a Constante de Stephan-Boltzmann 

t Coefficient de transmission du rayonnement 

0 Transformee de Laplace de la temperature 
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1. GENERALITES SUR LES TRANSFERTS DE CHALEUR 

1.1 Introduction 

La thermodynamique permet de prevoir la quantite totale d’energie qu’un systeme doit echanger avec 
l’exterieur pour passer d’un etat d’equilibre a un autre. 

La thermique (ou thermocinetique) se propose de decrire quantitativement (dans l’espace et dans le temps) 
revolution des grandeurs caracteristiques du systeme, en particulier la temperature, entre l’etat d’equilibre initial 
et l’etat d’equilibre final. 

1.2 Definitions 

1 .2.1 Champ de temperature 

Les transferts d’energie sont determines a partir de 1’ evolution dans l’espace et dans le temps de la 
temperature : T = f (x,y,z,t). La valeur instantanee de la temperature en tout point de l’espace est un scalaire 
appele champ de temperature . Nous distinguerons deux cas : 

Champ de temperature independant du temps : le regime est dit permanent ou stationnaire. 

Evolution du champ de temperature avec le temps : le regime est dit variable ou instationnaire. 



1 .2.2 Gradient de temperature 

Si l’on reunit tous les points de l’espace qui ont la meme temperature, on obtient une surface dite surface 
isotherme. La variation de temperature par unite de longueur est maximale le long de la normale a la surface 
isotherme. Cette variation est caracterisee par le gradient de temperature : 



Isotherme T 0 




(i.i) 



— ^ 

Avec : n vecteur unitaire de la normale 

dT 

— derivee de la temperature le long de la normale. 
dn 

1.2.3 Flux de chaleur 

La chaleur s’ecoule sous l’influence d’un gradient de temperature par conduction des hautes vers les basses 
temperatures. La quantite de chaleur transmise par unite de temps et par unite d’aire de la surface isotherme est 
appelee densite de flux de chaleur : 

(W ill 2 ) (1.2) 



ou S est l’aire de la surface (m 2 ). 

On appelle flux de chaleur la quantite de chaleur transmise sur la surface S par unite de temps : 





(W) 



(1.3) 
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1.3 Formulation d’un probleme de transfert de chaleur 

1.3.1 Bilan d’energie 



II faut tout d’abord definir un systeme (S) par ses limites dans l’espace et il faut ensuite etablir l’inventaire des 
differents flux de chaleur qui influent sur l’etat du systeme et qui peuvent etre : 

JS) 




cp st flux de chaleur stocke 

cp g flux de chaleur genere dans le systeme (S) 
cp e flux de chaleur entrant 

cp s flux de chaleur sortant 



On applique alors le l er principe de la thermodynamique pour etablir le bilan d’energie du systeme (S) : 




1 .3.2 Expression des flux d’energie 

II faut maintenant etablir les expressions des differents flux d’energie. En reportant ces expressions dans le 
bilan d’energie, nous obtiendrons 1’ equation differentielle dont la resolution permettra de connaitre 1’ evolution 
de la temperature en chaque point du systeme. 

1.3.2. 1 Conduction 

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans deplacement de matiere, sous l’influence d’une 
difference de temperature. La propagation de la chaleur par conduction a l’interieur d’un corps s’effectue selon 
deux mecanismes distincts : une transmission par les vibrations des atomes ou molecules et une transmission par 
les electrons libres. 

La theorie de la conduction repose sur l’hypothese de Lourier : la densite de flux est proportionnelle au 
gradient de temperature : 

cp = -X grad (t) (1.5) 



ou sous forme algebrique : 


GO 

1 

II 

9- 


(W) 




(1-6) 


avec : tp 

X 

X 

S 


Llux de chaleur transmis par conduction 
Conductivity thermique du milieu 
Variable d’espace dans la direction du flux 
Aire de la section de passage du flux de chaleur 




w 

o 

O 
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On trouvera dans le tableau ci-apres les valeurs de la conductivity thermique X de certains materiaux parmi les 
plus courants. Un tableau plus complet est donne en annexe A. 1.1. 



Materiau 


X (Wm lo C‘) 


Materiau 


X (Wm 1# C‘) 


Argent 


419 


Platre 


0,48 


Cuivre 


386 


Amiante 


0,16 


Aluminium 


204 


Coton 


0,059 


Acier doux 


45 


Liege 


0,044-0,049 


Acier inox 


14,9 


Laine de roche 


0,038-0,041 


Glace 


1,88 


Laine de verre 


0,035-0,051 


Beton 


1,4 


Polystyrene expanse 


0,036-0,047 


Bois (feuillu-resineux) 


0,12-0,23 


Polyurethane (mousse) 


0,030-0,045 


Brique terre cuite 


u 


Polystyrene extrude 


0,027 


Verre 


0,78 


Air 


0,026 



1. 3.2.2 Convection 

C’est le transfert de chaleur entre un solide et un fluide, l’energie etant transmise par deplacement du fluide. 
Ce mecanisme de transfert est regi par la loi de Newton : 




(P = hs (t p -tJ 



(W) 



Avec : 

cp Flux de chaleur transmis par convection (W) 

h Coefficient de transfert de chaleur par convection (W m" 2 °C _1 ) 

T p Temperature de surface du solide (°C) 

Too Temperature du fluide loin de la surface du solide (°C) 

S Aire de la surface de contact solide/fluide (m 2 ) 



(1.7) 



Remarque : La valeur du coefficient de transfert de chaleur par convection h est fonction de la nature du fluide, 
de sa temperature, de sa vitesse et des caracteristiques geometriques de la surface de contact 
solide/fluide. 



1. 3.2.3 Rayonnement 



C’est un transfert d’energie electromagnetique entre deux surfaces (meme dans le vide). Dans les problemes de 
conduction, on prend en compte le rayonnement entre un solide et le milieu environnant et dans ce cas nous 
avons la relation : 



Milieu environnant 




(1-8) 



Avec : 



cp Flux de chaleur transmis par rayonnement 

a Constante de Stephan 

s p Facteur d’emission de la surface 

T p Temperature de la surface 

Too Temperature du milieu environnant la surface 

S Aire de la surface 



(W) 

(5,67. 10" 8 W m" 2 K" 4 ) 



(K) 

(K) 



(m 2 ) 
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1. 3.2.4 Stockage d’energie 

Le stockage d’energie dans un corps correspond a une augmentation de son energie interne au cours du temps 
d’ou (a pression constante) : 



(W) (1.9) 



Avec : cp st Flux de chaleur stocke (W) 

p Masse volumique (kg m" 3 ) 

V Volume (m 3 ) 

c Chaleur massique (J kg" 1 °C _1 ) 

T Temperature (°C) 

t Temps (s) 



p, V et c sont supposes constants, le produit p V c est appele la capacitance thermique du corps. 

1.3.2. 5 Generation d’energie 

Elle intervient lorsqu’une autre forme d’energie (chimique, electrique, mecanique, nucleaire) est convertie en 
energie thermique. Nous pouvons l’ecrire sous la forme : 

(W) (1.10) 



Avec : cp g 


Flux d’energie thermique generee 


(W) 


q 


Densite volumique d’energie generee 


(W m -3 ) 


V 


Volume 


(m 3 ) 
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2 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION 

2.1 U equation de la chaleur 

Dans sa forme monodimensionnelle, elle decrit le transfert de chaleur unidirectionnel au travers d’un mur 
plan : 




Considerons un systeme d’epaisseur dx dans la direction x et de section d’aire S normalement a la direction 
Ox. Le bilan d’energie sur ce systeme s’ecrit : 

9 X + 9 g = 9 x+ dx + 9 st 

Avec : cp x = - ( A, S 

{ dx 



cp g = q S dx 

V dx) x+ix 

QA dT 
<P* = pcSdx — 

dt 



En reportant dans le bilan d’energie et en divisant par dx nous obtenons : 



xs?r 

dx 



x+dx 



— - + qS = p c S — 

dx dt 



d ( dT^ • dT 

soit: — AS — +qS = p cS — 

dx l dx ) dt 



et dans le cas tridimensionnel, nous obtenons 1’ equation de la chaleur dans le cas le plus general : 



-k- V- 

dx ^ dxj dy 



y dy 



H A z 

dz I dz 



dT 



( 21 ) 



Cette equation peut se simplifier dans un certain nombre de cas : 

a) Si le milieu est isotrope : X x = X y = X z 

b) S’il n’y a pas de generation d’energie a l’interieur du systeme : q = 0 

c) Si le milieu est homogene, X n’est fonction que de T. 

Les hypotheses a) + b) +c) permettent d’ecrire : 

dT 



f d 2 T 



d 2 T 



dx 2 dy 2 



8 2 L 

dz 2 



dX 

dT 



ar 

dx 






ay 



ai; 

dz , 
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d) Si de plus X est constant (ecart modere de temperature), nous obtenons E equation de Poisson : 




Le rapport a = — est appele la diffusivite thermique . 

pc ^ 

e) En regime permanent, nous obtenons V equation de Laplace : 



v 2 t = o 



( 2 . 2 ) 



(2.3) 



Par ailleurs, les hypotheses a), c) et d) permettent d’ecrire : 
Equation de la chaleur en coordonnees cylindriques : 



0 2 T | 1 0T | 1 0 2 T | 0 2 T | q 1 0T 

dr 2 r dr r 2 00 2 fe 2 % a dt 



Dans le cas d’un probleme a symetrie cylindrique ou la temperature ne depend que de r et de t, V equation 



(2.4) peut s’ecrire sous forme simplifiee : — — 

r dr 



dr , 



_q_ _ j_ 5T 
X a dt 



Equation de la chaleur en coordonnees spheriques : 



1 3 2 (rT) 1 d 




! 1 0 2 T ! q _ 1 0T 


r dr 2 r 2 sin0 50 


( Sm0 00 J 


r 2 sin 2 0 d(p 2 k a dt 



2.2 Conduction en regime permanent 

2.2.1 Transfert unidirectionnel 

2.2.1. 1 Mur simple 

On se placera dans le cas ou l’ecoulement est unidirectionnel et qu’il n’y a pas de generation ni de stockage 
d’energie. 

On considere un mur d’epaisseur e, de conductivity thermique X, et de grandes dimensions transversales dont 
les faces extremes sont a des temperatures T) et T 2 : 
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En effectuant un bilan thermique sur le systeme (S) constitue par la tranche de mur comprise entre les 
abscisses x et x + dx il vient : 



( Px =( Px + dx => -^ S 



W =-xsf"' 

IdxJ Ux 



x + dx 



dT 



d’ou — = A et T(x) = A x + B 
dx 



Avec les conditions aux limites : 



T (x = 0) =Ti et T (x = e) = T 2 



d’ou : 



T = T 1 - — ( T 1 - T 2 ) 
e 



(°C) 



(2.6) 



Le profil de temperature est done lineaire. La densite de flux de chaleur traversant le mur s’en deduit par la 

i . dT , 

relation : <b = -a, — , d ou : 
dx 




(W m' 2 ) 



(2.7) 



La relation (2.7) peut egalement se mettre sous la forme : (p - 



(m 

e 



cette relation est analogue a la loi 



XS 

d’Ohm en electricite qui definit 1’ intensity du courant comme le rapport de la difference de potentiel electrique 

e 

sur la resistance electrique. La temperature apparait ainsi comme un potentiel thermique et le terme — apparait 

XS 

comme la resistance thermique d’un mur plan d’epaisseur e, de conductivity thermique X et de surface laterale S, 
on a done le schema equivalent suivant : 



9 

Ti VVWWVV • T - 

R= — 

XS 



2.2. 7.2 Mur multicouches 

C’est le cas des murs reels constitues de plusieurs couches de materiaux differents et ou le ne connait que les 
temperatures T fl et T G des fluides en contact avec les deux faces du mur de surface laterale S : 
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En regime permanent, le flux de chaleur se conserve lors de la traversee du mur et s’ecrit : 
^ a S (T t - T 2 ) = X B S(T 2 -T 3 ) = X c S (T3 - T. ) = 

e A e B e C 



(W m' 2 ) (2.8) 



Nous avons considere que les contacts entre les couches de differentes natures etaient parfaits et qu’il n’existait 
pas de discontinuity de temperature aux interfaces. En realite, compte-tenu de la rugosite des surfaces, une 
micro-couche d’air existe entre les creux des surfaces en regard et cree une resistance thermique R (fair est un 
isolant ) appelee resistance thermique de contact. La formule precedente s’ecrit alors : 




h| S X A S S Xq S h 2 S 



cp — h x S (T fl - Tj 




<P = 



L fl ~~ A f2 



1 



e A 



hi S X A S 



+ R 



Le schema electrique equivalent est le suivant : 



AB 



9 



-^- + R Rr + -^ + — 



AS 



AS h,S 



■ — VWWVW — * — WWVW\A- 
— 

h i s x A s 



-^vwvww^- 

Rab 



-^wwww^- 

e B 



^ B S 



— 'VWVWW' — 
Rbc 



-^wwww^- 

e c 



(W m -2 ) 



-^vwwwv^- 

1 

h 2 S 



(2.9) 



Remarques : 

- Une resistance thermique ne peut etre defmie qu’ entre deux surfaces isothermes. 

- Cette resistance thermique de contact est negligee si le mur comporte une paroi isolante ou si les parois 
sont jointes par soudure. 



2.2. 1.3 Mur composite 



C’est le cas le plus couramment rencontre dans la realite ou les parois ne sont pas isotropes. Considerons a titre 
d’exemple un mur de largeur L constitue d’agglomeres creux : 



Mur en 




ei e 2 e 3 





























' 1 


Milieu 1 




1 




Milieu 2 






1 



En supposant le transfert unidirectionnel et en tenant compte des axes de symetrie, on peut se ramener au 
calcul du flux a travers 1’ element isole sur la droite de la figure et calculer la resistance thermique R equivalente 
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d’une portion de mur de largeur L et de hauteur 1= l\ + l 2 + f 3 en utilisant les lois dissociation des resistances 
en serie et en parallele par la relation : 

R — R 1 + R o H h R /: + R 7 

1 2 1 1 1 67 

1 1 

R3 R3 ^5 



avec : 

Ri = 



1 e i 

r— ’ R 2=r^T’ R 3- 



\ f L 



^ £L 



e 0 e 0 e 

— — ; r 4 = — — ; R< = 

X 2 £ l L i 2 L 



2 . D _ e 3 1 



;R<=- 



-;R,=- 



5 X 2 ^ 3 l’ 6 X^h’ 7 h 2 £L 



selon le schema electrique equivalent suivant : 



R 3 




2 . 2 . 1.4 Cylindre creux long (tube) 



On considere un cylindre creux de conductivity thermique X, de rayon interieur r i? de rayon exterieur r 2 , de 
longueur L, les temperatures des faces internes et externes etant respectivement Ti et T 2 . On suppose que le 
gradient longitudinal de temperature est negligeable devant le gradient radial. 

Effectuons le bilan thermique du systeme constitue par la partie de cylindre comprise entre les rayons r et 
r + dr : 




Cp r = Cpr+dr 



avec 



et 



cp r = - ^ 2 71 r L 



soit -^271 rL 



dr 



dT^ 
dr J r 

' dT 
V dr J 

= -X2n (r+dr) L 



tp+drr = - 2 7t (r + dr) L 
A dT 



r+dr 

dT 'j 
dr J 



r+dr 



dT 

d’ou r — = C 
dr 



Avec les conditions aux limites : T(ri) = Ti et T(r 2 ) = T 2 







( \ 




/ \ 




T ? In 


r 


+ T, 


In 


- 


D’ou : 


T(r)= 


i r i J 


r \ 


U J 






In 


h 










L r i J 





(°C) 



( 2 . 10 ) 



Et par application de la relation 



dT 

cp = -X 271 r — , on obtient : 
dr 



2jiXL(T!-T 2 ) 


Y - 

In 


f \ 

UJ 





( 2 . 11 ) 
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In 



f \ 

x, 



T 1 “ T 2 

Cette relation peut aussi etre mise sous la forme : cp = avec R = ■ 



v r i y 



R 



12 



271 X L 



et etre representee 



par le schema electrique equivalent suivant : 

T i AAAAAAAAA- 



9 



R 

12 



r \ 



In 



v r i y 



271 X L 



2.2. 1.5 Cylindre creux multicouches 

C’est le cas pratique d’un tube recouvert d’une ou plusieurs couches de materiaux differents et ou le ne connait 
que les temperatures T fl et T G des fluides en contact avec les faces interne et exteme du cylindre ; hi et h 2 sont 
les coefficients de transfert de chaleur par convection entre les fluides et les faces internes et externes : 

Fluide 2 T G 



h 2 

^22" t 3 




En regime permanent, le flux de chaleur cp se conserve lors de la traversee des differentes couches et s’ecrit : 
: h, 2, ,, L(T„ -T|) = 2,t VY T2> = ^X.Lfe-T,) = h2 2, rj l(Tj _t e) 

r 3 



cp- 



ln 



In 



d’ou : 




(W m 1 ) 



( 2 . 12 ) 



ce qui peut etre represente par le schema electrique equivalent suivant : 

/ 

In 



Tfi • — v/www- 

1 



2k x { L 







/ \ 


Y 


In 


Y 


U J 




V2 ; 



271 L 



2kX b L 



-YVWWW — • 

l 

h 2 271 r 2 L 
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2.2.2 Transfert multidirectionnel 

Dans le cas ou la propagation de la chaleur ne s’effectue pas selon une direction unique, deux methodes de 
resolution peuvent etre appliquees : 

2.2.2. 7 Methode du coefficient de forme 

Dans les systemes bi- ou tridimensionnels ou n’interviennent que deux temperatures limites Ti et T 2 , on montre 
que le flux de chaleur peut se mettre sous la forme : 







(P = ^f(t 1 -t 2 ) 


(W) 




(2.13) 


Avec : X 


Conductivite thermique du milieu separant les surfaces Si et S 2 


(W ill' 1 


°C') 


T, 


Temperature de la surface Si 






(°C) 




t 2 


Temperature de la surface S 2 






(°C) 




F 


Coefficient de forme 






(m) 





Le coefficient de forme F ne depend que de la forme, des dimensions et de la position relative des deux 
surfaces Si et S 2 . Les valeurs de F pour les configurations les plus courantes sont presentees en annexe A.2.1. 



Cas particulier : Enceinte tridimensionnelle ( four, chambre froide, piece climatisee...) 



Methode : on decoupe V enceinte en differents elements et on calcule le flux traversant chacun d’eux : 




Si les dimensions longitudinales sont grandes devant l’epaisseur e des parois (supposee constante) nous avons 
les relations : 



F paroi i = Sj/Dj 

Fbord i = 0,54 Di 

Fcoini — 0,15 Li 



Avec : Si : 

Du 

Li : 



Aire de la paroi i 

Longueur de la paroi ou du bord i 

Epaisseur des parois 



Le flux de chaleur traversant V enceinte s’ecrit alors : 

6 J2 

9 



2>i Vo, AT . + Z F bor di A T + E F coin, AT i 



i=l 



i=l 



i=l 



Avec : X t : 
AT t : 



Conductivite thermique (equivalente si paroi multicouche) ) de la paroi i (W m" 1 °C _1 ) 
Difference de temperature entre les faces interieure et exterieure de la paroi i (°C) 



Yves Jannot 
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2.2.2. 2 Methodes numeriques 

Expression de P equation de Laplace en differences finies 

Dans le cas ou la methode du coefficient de forme ne peut pas s’appliquer (surfaces non isothermes par 
exemple), il faut resoudre l’equation de Laplace numeriquement. On utilise une methode aux differences finies 
en discretisant le domaine considere (espace ou plan). Nous traiterons dans ce qui suit le cas bidimensionnel, le 
cas tridimensionnel s’en deduit en rajoutant simplement une dimension d’ espace. 



Considerons un milieu plan sur lequel on a applique un maillage de pas Ax et Ay tel que represente sur la figure 
ci-apres : 





ij+i 








t i 

1 iJ | 


i t 

, m. 




Ay 




w % 

ij-1 

k. A 






Ay 




^ Ax ^ 


^ Ax ^ 









Les derivees partielles de la temperature T peuvent s’ exprimer selon les formules suivantes : 



dT . 1 . 

1H , J 

dx I 2 



T(i + l,j)— T(i,j) 



Ax 



STf: j, 1 V T(j,j + l)— T(i,j) 
dx \ ’ 2 J Ay 



5Tfi_I T (i»j)-T(i-l,j) 
dx i 2 ’ J Ax 



,_0 

dx , 2 



T(i,j)-T(i,j-1) 

Ay 



5 t r. j_ -Y_ 5 t f- _ j_ 

a 2 T r . , >1 1+ 2’ J J ^l 1 2 ,J J_T(i + l,j)+T(i-l,j)-2T(i,j) 

dx 2 1,J 



Ax 



(Ax) 2 



5T 






ay' 



J + 2) gy( 1,j 2) T(i,j + l)+T(i,j-l)-2T(i,j) 

(Ay ) 2 



Ay 



a 2 T a 2 T 

L’equation de Laplace en bidimensionnel : — — + — — = 0 s’ecrit alors : 

dx 2 dy 

T(i + l,j)+T(i-l,j)-2T(i,j) | T(i,j + l)+T(i,j-l)-2T(i,j) 

(Ax) 2 (Ay) 2 

Et si Lon choisit Ax = Ay , on obtient : 



T(i,j) = 



_ T(i — 1, j )+ T(i + 1, j )+ T(i, j — 1 )+ T(i, j + 1 ) 



(2.14) 



Expression des conditions aux limites en differences finies 

Les conditions aux limites imposant sur un bord une temperature de surface s’expriment simplement en fixant 
la valeur de la temperature T(i,j) a la valeur imposee pour tout couple (i,j) representant un point de ce bord. 

Les conditions aux limites avec transfert convectif ou flux impose s’expriment de la maniere suivante : 
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Bord rectiligne 




cp +cp +cp =hAx 
1 2 3 




ou cp + cp +cp =c|)Ax 
1 2 3 



Un bilan thermique applique a la surface grise (rectangle de cotes Ax/2 et Ax) conduit au resultat suivant 
compte-tenu des formules etablies precedemment : 



Flux lineique impose § (en W.m" 1 ) : 

Coefficient de convection impose : 
h Ax 



ou Bi = - 



X 



est le nombre de Biot 



T(i,j) = - 



T(l a T(i - 1 , j) T(i, j + 1) + T(i, j — l) j> 

V,J ' 2 4 21 



2 + Bi 




Un bilan thermique applique a la surface grise conduit au resultat 
suivant compte-tenu des formules etablies precedemment : 

Flux lineique impose § (en W.m" 1 ) : 

r , T(i — l,j)+T(i,j — 1) <|, 

K,}} 4 21 

Coefficient de convection impose : 

T(i^l,jKT(.,j-l) + BiT ^ 

l + Bi 




Coin interieur 




Un bilan thermique applique a la surface grise conduit au resultat suivant 
compte-tenu des formules etablies precedemment : 

Flux lineique impose § (en W.m' 1 ) : 

Tftj) T(i-l,j) [ T(i,j + 1)+T(i,j-1) <|> 

’2 4 2X 

Coefficient de convection impose : 



T(i,j)=- 



T(i - 1, j) + T(i, j + 1) + T ^‘ + *• T(U J ~ 0 



+ BiT rY 



3 + Bi 



Methode de resolution numerique 

Soit a resoudre l’equation de Laplace sur un domaine plan (D) limite par un contour (C). 

On realise un maillage du systeme avec un pas Ax en general identique dans les deux directions du plan. 

On affecte a chaque point du domaine (D) une valeur initiale de la temperature : 

Egale a la temperature imposee sur les points du contour ou la condition limite impose une temperature. 



Yves Jannot 
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Arbitraire ailleurs mais la plus « realiste » possible. 

La resolution s’effectue par la methode iterative de Gauss-Siedel. On effectue des iterations successives 
consistant a remplacer la valeur de la temperature en chaque noeud du maillage par la valeur calculee par 
l’equation aux differences finies qui lui est associee. Une iteration consiste a effectuer un balayage complet de 
tous les noeuds, ligne apres ligne et de gauche a droite pour chaque ligne par exemple. Les valeurs recalculees 
sont immediatement prises en compte pour le calcul de la valeur de la temperature T aux points d’ordre 
superieurs (points situes a droite et en-dessous dans le mode de balayage propose). 

Critere de convergence : 

On peut par exemple arreter le calcul des que la variation la plus grande de T(i,j) au cours d’une iteration reste 
inferieure a une valeur c donnee. 



Remarques : 



On n’ applique aucun calcul sur les points du contour ou la temperature est imposee. 

La valeur de la temperature sera rangee dans un tableau T(i,j), on pourra utiliser un autre tableau L(i,j) 
dont les valeurs indiqueront si le point de coordonnees (iAx, jAy) appartient au domaine (D) et le type 
d’ equation aux differences finies qui s’y applique. 

On peut accelerer la convergence en appliquant un coefficient de surrelaxation R (1 < R <2 , optimum 
proche de 1,7) au calcul de T(i,j) de la maniere suivante (si on applique l’ordre de balayage propose): 



T n+ i(i,j) = (l-R)T n (i,j)+R 



T n+1 (i-lj)+T n (i + lj) + T n+1 (i,j-l) + T n (i,j + l) 
4 



On peut noter que la discretisation decrite ici revient tres exactement a simuler un milieu 
bidimensionnel conducteur de l’electricite par un reseau de resistances reliant chaque noeud a ses 
voisins. 



2.3 Conduction unidirectionnelle en regime variable sans changement d’etat 



2.3.1 Milieu a temperature uniforme 



On va etudier le transfert de chaleur vers un milieu a temperature uniforme, ce qui est a priori contradictoire 
car il est necessaire qu’il y ait un gradient thermique pour qu’il se produise un transfert de chaleur. Cette 
approximation du milieu a temperature uniforme peut neanmoins etre justifiee dans certains cas que l’on va 
preciser. Considerons par exemple la trempe d’une bille metallique qui consiste a immerger une bille 
initialement a la temperature Ti dans un bain a temperature T 0 maintenue constante. Si l’on suppose que la 
temperature a l’interieur de la bille est uniforme, ce qui sera d’autant plus vrai que sa dimension est petite et sa 
conductivity thermique elevee, on peut ecrire le bilan thermique de cette bille entre deux instants t et t + dt : 



-hS(T-T 0 )=pcV — 
dt 



soit : 



dT 



T-T 0 



hS 
pc V 



d’ou : 



T-T 0 

Ti-T 0 




hS 
pc V 



A 



J 



(2.15) 



On remarque que le groupement 



pc V 
hS 



est homogene a un temps, on l’appellera x la constante de temps du 



systeme : 



pc V 

t = 

hS 



(2.16) 
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Cette grandeur est fondamentale dans la mesure ou elle donne l’ordre de grandeur de temps du phenomene 
T-T ( t ^ 

physique, on a en effet : — = exp — avec : 

Ti-T 0 \ x) 

T-T 0 




II est toujours interessant en physique de presenter les resultats sous forme adimensionnelle, on verra que deux 
nombres adimensionnels sont particulierement important en regime variable : 

t 

, , 1 _ Resisance thermique interne , , 

- Le nombre de Biot: Bi = nombredeBiot = > * est dimension 

Resisance thermique externe 

hS 

caracteristique du milieu, i - r pour une sphere. 



Soit : 




(2.17) 



L’hypothese d’uniformite de la temperature est justifiee lorsque Bi < 0,1 . 



- Le nombre de Fourier : 




(2.18) 



Le nombre de Fourier caracterise la penetration de la chaleur en regime variable. La definition de ces deux 
nombres permet d’ecrire l’expression de la temperature de la bille sous la forme : 




(2.19) 



La connaissance des nombres de Biot et de Fourier permet de determiner V evolution de la temperature de la 
sphere . On considere generalement qu’un systeme tel que Bi < 0,1 peut etre considere comme etant a 
temperature uniforme, le critere Bi < 0,1 est appele le critere d’accomodation thermique. 

2.3.2 Milieu semi-infini 

Un milieu semi-infini est une paroi d’epaisseur suffisamment grande pour que la perturbation appliquee sur 
une face ne soit pas ressentie par l’autre face. Un tel systeme represente 1’evolution d’un mur d’epaisseur fmie 
pendant un temps suffisamment court pour la perturbation creee sur une face n’ait pas atteint l’autre face (vrai 
tout le temps que la temperature de l’autre face n’a pas varie). 

2.3. 2.1 Temperature constante imposee en surface 

Methode : Transformee integrate de Laplace sur le temps et inversion par les tables. 

Le milieu semi-infini est initialement a la temperature uniforme TV On impose brutalement la temperature T 0 
sur sa surface, cette condition limite est appelee condition de Dirichlet : 



Yves Jannot 
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To = T(x=0, t) 


Ti = T(x, t=0) 


Milieu semi-infmi 





1 ► 

0 X 



d 2 T 



1 r)T 

L’ equation de la chaleur s’ecrit : — = — H 2 - 

dx 2 a dt 



(a) 



Avec les conditions aux limites : 



T(x, 0) = Tj 
T(x=0, t) = T 0 
Lim T(x, t) - Ti 
x — » oo 



On effectue le changement de variable suivant : T = 



T-Tj 

Vt“ 



d’ou : 



5T 1 5T 5 2 T 1 5 2 T 



dx 



T 0 - T; 3x 



L’equation (a) peut alors s’ecrire : 



dx 2 

d 2 T 



T 0 - T, dx ' 



et 



1 8T 

dx 2 a dt 



(b) 

(c) 

(d) 



dT 

dt 



5T 



T 0 -Ti a 



T(x,0) = 0 


(b) 


HI 

II 

o 

II 


(b) 


Lim T(x,t) = 0 


(c) 


x^>oo 



Et les conditions aux limites deviennent : 



La transformee de Laplace (cf. annexe A.2.2 sur les transformations integrates ) de T(x,t) par rapport au 

temps s’ecrit : 0(x,p) = l{t ( t)} = J exp(-p t) T(x,t)dt 

o 

4 2r 



La transformee de Laplace de l’equation (a) conduit a : — — [p 0 - T(x,0)] = 0 avec T(x,0) = 0 

dx a 



Cette equation est done de la forme : 



d'0 

dx 2 



- q 2 0 = 0 



avec 






D’ou : 0(x, p) = A e qx + B e +qx , la temperature garde une valeur fmie quand x tend vers l’infini done B = 0, 
nous en deduisons que 0(x, p) = A e _qx 

1 1 



La transformee de Laplace de 1’ equation (c) conduit a : 0(0, p) = — 

P 



, A 1 . e 

d ou A = — et 0 = — 



P P 

L ’utilisation des tables de la transformee de Laplace inverse presentees en annexe A. 2. 3 conduit au resultat 
suivant : 



( 2 . 20 ) 




Avec : erf (u) = 
annexe A. 2. 6) 




la fonction erf est aussi appelee la fonction erreur (valeurs tabulees en 
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2. 3. 2. 2 Flux impose 

Methode : Transformee integrate de Laplace sur le temps et inversion par les tables. 

Considerons la meme configuration mais en imposant brutalement une densite de flux de chaleur a la surface 
du milieu semi-infmi, cette condition limite est appelee condition de Neumann. 



Milieu ambiant a T rx 



"► 8T(x = 0,t) 

dx 



Milieu semi-infmi 



Ti = T(x, t=0) 



L’ equation de la chaleur s’ecrit : 



d 2 T _ 1 dT 



dx 2 



a dt 



(a) 



Avec les conditions aux limites : 



T(x, 0) = Tj (b) 

T(oo, t) = Ti (c) 

ST(0,t) 

- ^ = <l>0 ( d ) 

dx 



Cette demiere condition traduit la conservation du flux de chaleur au niveau de la surface du milieu semi- 
infmi. 

On effectue le changement de variable suivant : T = T-T- 

8T _ 8T d 2 f 8 2 T 8T 8T 

dx 



d’ou : 



ax 



ax 



dx 



et 



at 



a 



L’equation (a) peut alors s’ecrire 



d z T 1 aT 



a dt 



dx 



Et les conditions aux limites deviennent 



La transformee de Laplace de V equation (a) conduit a : 



T(x,0) = 0 


(b) 


T(oo,t) = 0 


(c) 


, 8T(0,t) 
ax = *» 


(d) 



d 2 0 



1 



[p 0 - T(x,0)] = 0 avec T(x,0) = 0 



dx a 

D’ou : 0(x, p) = A e _qx + B e +qx , la temperature garde une valeur fmie quand x tend vers l’infini done B = 0, 
et nous en deduisons que 0(x, p) = A e -qx 

</> 0 d0 

La transformee de Laplace de l’equation (d) s’ecrit : — = -X — (x = 0) 

p dx 



d’ou: A = 



h 



Xpq 



et 0(x,p) = 



e 



■qx 



l pq 



L ’utilisation des tables de la transformee de Laplace inverse presentees en annexe A. 2. 3 conduit au resultat 
suivant : 



T(x, t) = T(x, t) - Ti = 



2 (|)o 



a t ierfc 



x 

2 JaA 



(°C) 



( 2 . 21 ) 



Yves Jannot 
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Avec : ierfc(u) = —j= exp(-u 2 )- u [ 1 - erf (u)], cette fonction est tabulee en annexe A.2.6. 

V7I 

2 . 3 . 2 . 3 Coefficient de transfert impose 

Methode : Transformee integrate de Laplace sur le temps et inversion par les tables. 

Considerons le cas ou le coefficient de transfert de chaleur par convection h entre le milieu semi-infmi et le 
milieu ambiant est impose, cette condition limite est appelee condition de Newton : 



Ti = T(x, t=0) 



Milieu ambiant a T a 



-X 



ST(x = 0,t) 



h[l(x = 0,t)-T oo ] 



dx 

— ► 



Milieu semi-infmi 



L’ equation de la chaleur s’ecrit : 



Avec les conditions aux limites : 



d z T = 1 ST 
dx 2 a a 



T(x, 0) = Tj 
T(oo, t) = T; 
5T(0,t) 



- X ■ 



dx 



= h[T(x = 0,t)-Tj 



On effectue le changement de variable suivant : T = T-T- 

df dl 5 2 T 5 2 T 8f 0T 

~dx~~dx ’ dx dx 6t ~di~ ~dt 



d’ou : 



(a) 



(b) 

(c) 

(d) 



L’equation (a) peut alors s’ecrire 



d_T 1 oT 

dx 2 a a 



Les conditions aux limites deviennent : 



T(x,0) = 0 
T(oo,t) = 0 



(b) 

(c) 



l^M = h[ T (x = 0 ) t)-(T # -T i )] (d) 

dx 



La transformee de Laplace de l’equation (a) conduit a : 



^ — — [p 0 - T(x,0)l = 0 avec T(x,0) = 0 
dx 2 a 



D’ou: 0(x,p) = Ae _qx +Be +qx 

La temperature garde une valeur fmie quand x tend vers l’infmi done B = 0 et 0(x, p) = A e _qx 

d0 ( , h(T. -T ) 

La transformee de Laplace de l’equation (d) s’ecrit : - X (0, p) = h 0(0, p) + — 

dx p 
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( r r _ t i 

h (T -T ) ' 00 

Soit : A, A q = h A H — d’ou: A = - a 



h > 

+ q 

V X J 



et 9(x,p)= i (T; -T^) 



*-q x 



ou £ = — 

p(q-0 ^ 



L ’utilisation des tables de la transformee de Laplace inverse presentees en annexe A. 2. 3 conduit au resultat 
suivant : 



( 2 . 22 ) 




Pour un calcul approche, on trouvera en annexe A.2.7 une abaque representant graphiquement cette formule. 



2.3. 2.4 Temperature sinusoYdale imposee en surface , regime periodique etabli 

Methode : Decomposition en produit de fonctions et recherche d’une solution de meme frequence que 
1’ excitation 



T(x=0, t) - T 0 cos (oot) 



Ti = T(x, 1=0) 



Milieu semi-infmi 



J — ► 



0 



x 



L’ equation de la chaleur s’ecrit : 
Avec les conditions aux limites : 



d z T _ 1 ST 
dx 2 ci dt 

f T(0, t) = T 0 cos(cot) 
\ T(oo,t) = Ti 



On effectue le changement de variable suivant : T = T-T- 

ST ST S 2 T S 2 T ST ST 

~dx~~dx ’ Sx " Sx et "sT ~ ~sT 



d’ou : 



L’ equation (a) peut alors s’ecrire : 



Sx 

S 2 T 1 ST 



Sx 



a St 



(a) 

(b) 

(c) 



On effectue une decomposition de la temperature en un produit de fonctions sous la forme : 
T(x, t) = X(x)Y(t) . L’equation de la chaleur conduit a Tequation suivante : 

X”Y = r xy' ou : a^ = ^ = c 

a X Y 



L’ excitation (temperature imposee) etant de nature periodique, on recherche une solution periodique de meme 
frequence que T excitation en posant : C =ico. 

On obtient : 

Y(t) = A e i<nt 
X(x) = B e”^ 

car X(x) doit tendre vers une limite fmie quand x tend vers +oo. 



Yves Jannot 
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Or : Vc = Vka = (l + i) d’ou : T(x, t) = Re[x(x) Y(t)] = Re 



(b) => T(0, t) = T 0 cos(cot) = AB cos(cot) 
On en deduit : T(x, t) = T 0 e 1C0t e 



AB e“ 



1+l)x 



^ . Te n. 

_ A 0 e 



d’ou : A B = T 0 



cos(cot)cos 



"A f 

+ sin (cot) sin 



/ 



v ' 



Soit fmalement : 




(2.23) 



Remarques : 

- L’amplitude des oscillations decroit rapidement lorsqu’on s’eloigne de Tinterface. 

- L’ amplitude des oscillations decroit egalement rapidement quand la frequence de T excitation augmente : 
une excitation de frequence elevee appliquee a la surface d’un solide ne modifiera sa temperature que sur 
une faible profondeur. 

- Entre les temperatures Ti et T 2 de 2 points distants respectivement de x x et x 2 de la surface, il existe un 



dephasage egal a — (xj - x 2 ) . La connaissance de co et la mesure de la temperature au sein du milieu en 
2 a 

deux points situes a des distances connues xi et x 2 de la surface peut permettre d’evaluer la diffusivite 
thermique a. 



2.3. 2.5 Contact brusque entre deux milieux semi-infinis 

Methode : Transformee integrate de Laplace sur le temps et inversion par les tables. 



T 1 (x,t=0) = T 1 


Milieu semi-infmi 2 
T 

> c 


i 

Milieu semi-infmi 1 


T 2 (x, t=0) = T 2 



► 

0 x 



Considerons deux milieux semi-infmis initialement a deux temperatures uniformes differentes et T i2 . A 
T instant initial, on place les deux milieux en contact et Ton recherche T evolution de la temperature au sein des 
deux milieux. 



L’ equation de la chaleur s’ecrit pour chacun des deux milieux : 



5Tj(x,t) 5 2 Tj(x,t) 



(a) et 



5T 2 (x,t)_ d 2 T 2 (x,t) 
— 

dt dx 2 



(b) 



L’origine des abscisses est prise au point de contact entre les deux milieux. Les conditions aux limites 
s’ecrivent : . 



Ti(x, 0) = T„ 


(C) 


T 2 (x, 0) = T i2 


(d) 


, 5Ti(0,t) , 5T 2 (0,t) 

A i — Ao 

dx dx 


(e) 


T 1 (0,t) = T 2 (0,t) 


(f) 



On effectue les changements de variable suivants : Tj = Tj -T^ et 



T 2 =T 2 -T i2 
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5 2 T. 1 

Les equations (a) et (b) peuvent alors s’ecrire : = — 

<3x 2 a 


ST. 

— 1 et 

St 


s 2 t 2 

Sx 2 




r Tj(x,0) = 0 


i=l,2 


(c) 


Et les conditions aux limites deviennent : 


Tj (oo, t) = 0 


i= 1,2 


(d) 


< 


% STi(0,t)_ 
1 dx 


, ST 2 (0, t) 

2 Sx 


(e) 



Ti(0,t) = T 2 (0,t) + T i2 -T il (f) 



Les transformees de Laplace des equations (a) et (b) conduisent comme dans les cas precedents a des solutions 
dutype : 0j(x,p) = Aj e _qiX +B 1 e +qiX et 0 2 (x,p) = A 2 e~ q2X +B 2 e +q2X 

La temperature garde une valeur finie quand x tend vers ± oo done = 0 et B 2 = 0 , nous en deduisons que : 

Q x (x,ip) = B 1 e qiX et 0 2 (x,p) = A 2 e q2X 

Les transformees de Laplace des equations (e) et (f) s’ecrivent alors : 

Bi^iqi = - A 2 ^2 c l2 ( e ) 

T i2 -T n 



Bi — Ao + 



(f) 



La resolution de ce systeme lineaire permet de calculer les valeurs de Bi et de A 2 : 



B ,= 



— (T i2 -T u )- et A 2 = 
E!+e 2 p 



(Tn-T i2 )- 



_ _ - il i2 ) 

E!+E 2 p 



ou Ei = est l’effusivite thermique du milieu i. 

On en deduit les valeurs de 0i et de 0 2 : 



. M T| ;-T„) e ,,, M 9l (x,p). 

(Ej+eJp (e 1 +e 2 )p 

L’utilisation des tables de la transformee de Laplace inverse presentees en annexe A.2.3 conduit au resultat 
suivant : 



0i(x,p) 





Propriete de la temperature de contact T c : 

Elle se calcule par : T c (t) = T x (0, t) = T 2 (0, t) 



(2.24) 



d’ou : 




(°C) 



(2.25) 
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On remarque que la temperature de contact entre les deux milieux reste constante pendant toute la duree du 
transfert de chaleur. C’est le milieu qui a la plus grande effusivite thermique qui impose la temperature de 
contact. 

Application : Sensation thermique lors du contact de la peau avec un metal ou un isolant, choix de materiaux 
ameliorant le confort thermique. 



2. 3. 2. 6 Contact brusque entre deux milieux semi-infinis avec resistance de contact 

Methode : Transformee integrate de Laplace sur le temps et inversion par les tables. 

Considerons deux milieux semi-infmis initialement a deux temperatures uniformes differentes Tn et T i2 . A 
L instant initial, on place les deux milieux en contact et Ton recherche 1’ evolution de la temperature au sein des 
deux milieux. Le contact entre les deux milieux est imparfait et Ton doit tenir compte d’une resistance de contact 



Resistance de contact 


r 


Ti(x,t=0) = T 1 


Milieu semi-infmi 2 


Milieu semi-infmi 1 


T 2 (x, t=0) = T 2 



0 

Re = 1/h (°C.W" 1 .m 2 ) a l’interface. 

L’ equation de la chaleur s’ecrit pour chacun des deux milieux : 



dT^x.t) 5 2 T 1 (x,t) 
-a i 



dt 



dx 2 



(a) et 



dT 2 (x,t) d 2 T 2 (x,t) 
-=a n 



at 



dx z 



(b) 



L’origine des abscisses est prise au point de contact entre les deux milieux. Les conditions aux limites 
s’ecrivent : 



011(0,1) _ 5T 2 (0,t) 

Aj — A 2 



(C) 



dx dx 

K aT|(Q,t) = h [t, (o, t) - T 2 (0, t)] (d) 

dx 



On effectue les changements de variable suivants : Tj = T\ - et 

d 2 % _ j 5Tj 



Les equations (a) et (b) peuvent alors s’ecrire : 



Sx 2 a dt 



et 



t 2 = t 2 -t i2 
a 2 T 2 _ j df 2 

ax 2 a dt 



Et les conditions aux limites deviennent : 



r aii(o,t) _ aT 2 (o,t) 

A 1 a 2 



< 



-K 



dx dx 

d% (0, t) 



(c) 



dx 



= h[T,(0,t)-T 2 (0,t)]+T il -T i2 (d) 



Les transformees de Laplace des equations (a) et (b) conduisent comme dans le cas precedent a des solutions 
dutype: 9 1 (x,p)= e +qiX et 0 2 (x,p) = A 2 e q2X 



Les transformees de Laplace des equations (c) et (d) s’ecrivent alors : 
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A l^iqi --A 2 A, 2 q 2 
-A 1 ^ 1 q 1 =h(A 1 — A 2 )+ h ( T il~ T i2) 



(c) 

(d) 



La resolution de ce systeme lineaire permet d’etablir l’expression de A! et de A 2 : 



A, =■ 



. C'i2- In) . 

Aj 1 



ji^ 



( Th ^ 

i+^ 

E 2J 



et A 9 = ■ 



t 



+ qi 



_h_ 

A 



E 1 J 



+ qi 



Nous en deduisons : 

q, > 



0i(x,p)=c 



e 2 (x,p) = e 2 



p(qi +V 

e~ q2X 

p(q 2 +b 2 ) 



avec c, = i (t , 2 - T, , ) 



avec 



= T-( T u -T a ) 



et 



et 



bi = - — 



l + — 

E 2 ; 



b? = - — 



1 H : 

V ) 



L’utilisation des tables de la transformee de Laplace inverse presentees en annexe A.2.3 conduit au resultat 
suivant : 




(2.26) 



2.3.3 Transfert unidirectionnel dans des milieux limites : plaque, cylindre, sphere 

2. 3. 3 . 1 Plaque infinie 

Nous allons traiter dans ce qui suit le cas d’une plaque d’epaisseur 2L et de dimensions laterales suffisamment 
grandes pour que Ton puisse considerer que le transfert de chaleur est unidirectionnel. L’ etude de ce cas 
permettra d’illustrer les differentes methodes utilisees pour resoudre 1’ equation de la chaleur 
monodimensionnelle en regime variable. 

ler cas : Plaque avec temperature constante imposee en surface 




l ere methode : Transformee de Laplace, developpement en serie et inversion terme a terme par les tables. 



L’ equation de la chaleur s’ecrit : 



d 2 T = 1 dT 
dx 2 a 9t 



(a) 
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Avec les conditions aux limites : 



T(x, 0) = Tj 

T(L, t) = T (-L, t) = T 0 

?(0,t) = 0 

ox 



(b) 

(c) 

(d) 



On effectue le changement de variable suivant : T = T-T, 

„ , <3T 0T 

d ou : = 

dx dx 

L’equation (a) peut alors s’ecrire : 

Et les conditions aux limites deviennent : 



5 2 T = 1 gT 
dx 2 a <5t 
T(x,0) = 0 

T(x = L,t) = T(x = -L,t) = T 0 - T; 
d T 



dx 



(0,t) = 0 



(b) 

(c) 

(d) 



La transformee de Laplace de T(x, t) par rapport au temps s’ecrit : 0(x, p) = L{T(t)} = J exp(-p t) T(x, t) dt 



d^ 0 1 

La transformee de Laplace de l’equation (a) conduit a : [p 0 - T (x,0)] = 0 avec T (x,0) = 0 

dx 2 a 

d^ 0 n 

Cette equation est done de la forme : q 2 0 = 0 avec q 2 = — 

dx 2 



a 



D’ou: 0(x,p) = Ach(qx) + Bsh(qx) 



d0 



La transformee de Laplace de l’equation (d) conduit a : X — (x = 0) = 0 d’ou B = 0 et 0 = A ch(qx) 

dx 



La transformee de Laplace de l’equation (c) conduit a : 0(L,p) = - 



T -T 

± o i 



d’ou A = 



Tp-Tj 
P ch(qL) 



et 0(x,p) = 



(T 0 “ T i ) ch(qx) AT ch(qx) 



p ch(qL) p ch(qL) 

Nous pouvons utiliser un developpement en serie de 

AT e qx +e _qx AT 



l + e _2qL 



pour ecrire 0(x,p) sous la forme : 



e(x, p) = — T/TL.r \ = — [e" q(L " x) + e" q(L+x) ]t (- 1) e -2nqL 



p e qL (l + e^ 2qL ) p 



n=0 



AT ^ -q[(2n+l)L-x] + ^£ ^(-i) e -q[(2n+l)L+x] 



0(x,p) = — Z(-l) e 

p n=0 p n=0 

La transformation inverse de Laplace terme a terme (propriete de linearite) conduit a : 



T = Ti + (T 0 - Tj)! (-1) erfc 

n=0 



(2n + l)L - : 
2-\/at 



+ (T 0 -T i )S (-1) erfc 

n=0 



(2n + l)L + x 

2Vat 



(2.27) 



Cette solution converge rapidement pour les faibles valeurs de t. 

2 eme methode : Decomposition de la temperature en un produit de fonctions et superposition des solutions. 
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L’ equation de la chaleur s’ecrit : 
Avec les conditions aux limites : 



d 2 T = 1 dT 
dx 2 a 9t 

T(x, 0) = Tj 

T(0, t) = T (2L, t) = T 0 



(a) 

(b) 

(c) 



On effectue le changement de variable suivant : T = T-T 0 

2 r r' 1 

L’equation (a) peut alors s’ecrire : — — = — 

dx 2 a St 

Et les conditions aux limites deviennent : f T(x,0) = Tj - T 0 



(b) 



T(x = 0, t) = T(x = 2L,t) = 0 (c) 

On effectue une decomposition de la temperature en un produit de fonctions sous la forme : 
T(x,t) = X(x)Y(t) . L’equation de la chaleur conduit a T equation suivante : 

X Y = r XY' ou : ^ = i^ = -(9 2 

a X a Y 

ou oo est une constante car les deux fonctions X et Y sont independantes. Nous en deduisons : 

X m +cd 2 X = 0 =^> X = Acos(cox)+ Bsin(cox) 

Y'+aco 2 Y = 0 ^>Y = Ce“ a ® 2t 



et T(x, t) = Ce _at0 1 [A cos(cox)+ B sin(cox)] 

La condition limite T(0, t) = 0 s’ecrit alors : C A =0 d’ou A = 0 car C = 0 conduirait a une fonction nulle. 
La condition limite T(2L, t) = 0 s’ecrit alors : 

Ce“ a ® 1 Bsin(cox) = 0 d’ou co = (2n + l)2L avec n = 0,1, 2 

Le theoreme de superposition des solutions permet d’ecrire la solution generate de (a) sous la forme : 

00 

f(x,t) = e- a “ 2t Yj ° n sir 



n=0 



(2n + l)— — 
2 L. 



La condition limite T(x,0) = Tj - T 0 peut s’ecrire : 

71 X 



T(x,0) = Ti-T 0 = Z D n sin 

n=0 



(2n + 1)— — 
V 2 L 



Une fonction f definie sur [0,f] peut s’ecrire sous forme d’une serie de Fourier en sinus : 



f(x)=I b n sin 

n=l 



^n7ix^ 



^ l J 



avec b n = — J f(x)sin 
i o 



^n7ix^ 



t 



dx 



Nous pouvons effectuer un developpement en serie de Fourier en sinus de f(x) = (Ti - T 0 ) sur Fintervalle [0,2L] 

l2L 



00 ] 

Ti-T 0 = Z - 

n=0 L 



2L 






• [ nnx ) ® 1 / „ r 2L 

sm — = S — -T 0 ) 

V 2L J n=0 L mi 



COS 



^n7TU^ 

k ~2Lj 



. [ n7cx 

sin 

i, 2L 



n=0 



n7i 



f muO 


= £ 2 < T i- T ») (-2) sin 


(2n + l)7ix 


v 2L j 


n=0 


2L 
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_ T „ = _4tHzJo) l _!_ sil /£E.'| 

n n -o 2 n + 1 \2L J 



Ti-T 0 



Par identification , nous en deduisons : D n = 

Et V expression finale de T(x,t) : 

T: -T ( 



4(Tj-T 0 ) 
7i (2n + l) 



T( x > t) = T 0 +4 — — ^ 1 exp 

7 i ( 2 n + l) 



f 7 \ 

^ ix 2 ?! at 

-( 2 n + l ) 2 - 


sin 


( 2 n + 1 ) 7 i x 


2 L 


4 L 2 J 





Si f on fixe l’origine de l’axe Ox au milieu de la plaque d’epaisseur 2L, la transformation de x en (x-L) conduit 



a : 



T( x , t) = T 0 + 4 — — lif-exp 
7 i n=0 ( 2 n + l) 



1N 2 ^ at 
( 2 n + l ) 2 - 

V 4 L 2 



\ 

cos 


( 2 n + 1 ) n x 




2L 




/ 









(2.28) 



Cette solution converge pour un petit nombre de termes pour les valeurs de t longues. 

3 eme methode : Utilisation d’une transformation integrate sur la variable d’espace. 

Principe de l’utilisation d’une transformee integrate a la resolution de P equation de la chaleur : 

On applique a V equation de la chaleur et aux equations resultantes des conditions aux limites une 
transformation integrate permettant d’obtenir une nouvelle equation differentielle dont la resolution (plus aisee) 
conduit a 1’ expression de la temperature 0 dans l’espace transforme. On applique ensuite a 0 la transformation 
inverse pour obtenir 1’ expression de la temperature T dans l’espace reel. 



Le choix de la transformation integrate la mieux adaptee depend de la configuration et des conditions aux 
limites. Si la temperature depend de la variable d’espace r, on choisit une transformation du type suivant : 



0(g>)= j w^Tqj^co) T(r,t) dr 

D 

ou D est le domaine de definition de la temperature etT w (r,t) est une fonction propre solution 



du systeme 



forme par 1 ’ equation de la chaleur et les conditions aux limites pour un nombre infmi de valeurs oo n (n = 1 , 

2, ). L’equation dont les co n sont solutions est appelee l’equation transcendante. La fonction w(r) est choisie 

constante et egale a 1 en geometrie rectangulaire et egale a r en geometrie cylindrique. La formule generate 
d’ inversion est alors la suivante : 



oo T (o.r) r 1 

T(r,t)= 1 -^ 7 — avec: N ( co n )=j[ T co (®n’ r )J 2 w ( r ) 

n=l N((O n ) D 



dr 



N(co n ) est appelee la norme de la fonction propre T^^t) . 



On trouvera en annexe A.2.2 la definition et les proprietes des transformations les plus utilisees : Laplace, 
Fourier et Hankel. On trouvera egalement en annexe A.2.4 un tableau donnant les fonctions propres et leurs 
normes, les equations transcendantes et les valeurs propres pour les cas de figure les plus courants. 

Appliquons cette methode au cas de figure present : 
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L’ equation de la chaleur s’ecrit : 



d z T = 1 8T 
rN 2 a at 



Avec les conditions aux limites : 



T(x, 0) = Ti 

T(0, t) = T(2L, t) = T 0 



On effectue le changement de variable suivant : T = T - Tj 

Selon l’annexe A.2.4, la fonction propre est T^Xjt) = sin^^^j , on applique done une transformation (fmie 
car le milieu est fini) de Fourier en sinus (cf annexe A.2.2) a T equation (a) : 

F S W => ^[T(0)-(-l) n T(L)]-^ff 0 s (n) = i^(n) avec f(x = 0) = T(x = 2L) = T 0 - T, 



[ ( T 0 ~T, ) [ 

T L 



) n iJ-^Hr 



( n ) = I^L( n ) 

l 2 sW a dt w 



l(t -T-)r ( 22 

La solution generate de cette equation s’ecrit : 0 S (n) = — 1 - (- l) n + A exp - n ^ at 

nn v L 

L (^T T - ) " " r n 2 7 i 2 at 

La condition limite T(x, t = 0) = 0 conduit a : 0 S (n) = — 1 - (- l) n + 1 - exp - K a 

nn [_ V L 

La transformee inverse permet de calculer T(x,t) : 

T(x,t) = 2 ^ -Ml - (- l) n ]+ [l - expf- 2^lll sinful 

L n =i nn ^ L 2 J v L J 



1 - exp 


( 2 2 + V 

n 7i at 


o ;J M*) 


l2 j. 




L J 


1 - exp 


(2n + 1) 2 7i 2 at 
l2 1 


sin 



/ \ 4(T 0 - Tj) co \ f (2n + 1) 2 7i 2 atl . f\2n + iItix^i 

V ^ « nto 2n + l[ l 2 JJ l L J 

Un developpement de la fonction constante et egale a 1 en serie de sinus permet de retrouver le resultat de la 
methode. 

4 eme methode : Transformation de Laplace, resolution et inversion par la methode de Stehfest . 

Nous avons montre en appliquant la l ere methode que la transformee de la temperature s’ecrit : 

af ^ ( T o -T i ) c| Fqx) ATch(qx) (p 

0 (x, pj = = avec q = J— 

p ch(qL) p ch(qL) » a 

La temperature T(x,t) peut s’en deduire en appliquant la methode de Stehfest pour trouver la transformee de 
Laplace inverse de 0(x,p) : 

( To _t.)J|MT x n 

T , (x , t)= 2 ^L fv , 9 rii^Li = i 2 a g -Ai — J 

1 j=i J l 1 J t j=i J ln ( 2 ) , f Rid2V T ) 

t ch — ^ L 

1 Vat 



Soit finalement : 



d/Jj^Tx 

(To-T,) I ^ ^ 

M 1 ch ,p&r L 

A a t 
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Comparaison des methodes : 

La methode permettant d’arriver le plus simplement a une valeur de T(x,t) est la 4 eme methode qui ne foumit 
toutefois qu’une solution numerique approchee de la solution et qui n’est pas a l’abri d’ instability numeriques 
dans certains cas particuliers. Viennent ensuite par ordre de difficulte croissante la l ere methode puis la 2 eme et la 
3® me methode. 

Compte-tenu de la puissance des ordinateurs, V application des formules obtenues ne pose aucune difficulte, un 
nombre de termes egal a 5 suffit pour obtenir une bonne precision pour les formules (2.28) et (2.29). Le premier 
terme de la formule (2.28) represente bien la temperature aux temps courts alors que le premier terme de la 
formule (2.29) represente bien la temperature aux temps longs. 

2eme cas : Plaque avec flux impose 




(a) 



Avec les conditions aux limites : 



^ T(x, 0) = Tj 

fdf 

J VSxJx=0 



-X 






C)Xy 




(b) 

(c) 

(d) 



En utilisant les deux premieres methodes du paragraphe precedent, on arrive aux resultats suivants : 



t = t 1+ M + M 

pcL X 



3x 2 



= _L t_A_ S 
6L 2 7T 2 n = t 



(-i)" 



exp 



f 9 9 \ 

an 2 n z t 


co / 




L 2 J 


C0S l L J 





(2.30) 



2d) n J at * 

vo V £ 


ierfc 


^(2n + l)L - x 


+ ierfc 


(2n + l)L + x 


1 A, n=0 




v 2 V^ y 




v 2 V^ J_ 



(2.31) 



3eme cas : Plaque avec coefficient de transfert impose 



<l> = h [T(-L,t)-T„] 




<l> = h [T(-L,t)-T„] 
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L’ equation de la chaleur s’ecrit : 



Avec les conditions aux limites : 



a 2 T _ 1 5T 
dx 2 a 5t 



(a) 



r 



T(x, 0) = T; 







hlT^O-Tj 



(b) 

(c) 

(d) 



L’application de la 2 eme methode presentee au § 2.3.31 permet d’obtenir le resultat suivant : 



T(x, t) = T 0 + E exp 1 



n=l 



(-clCOn 2 1) 



®n 2 + A 



COS 



+ ^2 

v Ay 



L + ^- 



(co n x) j [t { (x ? ) - T 0 ] cos(co n x’)dx 
0 



(2.32) 



Ou co n ( n = 1,2,. . . ) sont les solutions de 1’ equation : ootan(ooL) = — 

X 

Dans le cas ou la temperature initiale Ti est uniforme (independante de x) la solution s’ecrit : 




Cette solution est representee sous forme d’abaques en annexe A.2.6. 

2. 3. 3. 2 Cylindre inf ini 



(2.33) 



On considere dans ce paragraphe un cylindre infini (longueur tres grande par rapport au diametre) de diametre 
R, on peut faire l’hypothese dans ce cas que le transfert de chaleur est uniquement radial. 

ler cas : Cylindre infini avec temperature de surface imposee 

On impose brutalement une temperature T 0 a la surface du cylindre initialement a la temperature uniforme Ti. 

Methode : Decomposition de la temperature en un produit de fonction et transformation de Hankel. 

Nous considerons ici un cylindre infini (longueur tres grande par rapport au diametre) de diametre R 
initialement a la temperature T ; auquel on impose brutalement une temperature de surface T 0 . On peut faire 
l’hypothese dans ce cas que le transfert de chaleur est uniquement radial. 
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L’equation de la chaleur s’ecrit : — ( a ) 

fa 2 r dr a ot 

Avec les conditions aux limites : I T(r, 0) = Ti (b) 

|T(R,t) = T 0 (c) 

On effectue le changement de variable suivant : T = T - T 0 

T ,, . , , , ,, . d 2 T \ dT \ dT 

L equation (a) peut alors s ecnre : — — + = 

dr 2 r dr a dt 

Et les conditions aux limites deviennent : T (r,0) -T 0 (b) 

[T(R,t) = 0 (c) 

On effectue une decomposition de la temperature en un produit de fonctions sous la forme : 
T(x,t) = X(r)Y(t) . L’equation de la chaleur conduit a l’equation suivante : 

x"+Xl 

x''Y + ^X'Y = J-XY' ou: R = I r = _ ro 2 

r a X a Y 

ou oo est une constante car les deux fonctions X et Y sont independantes. Nous en deduisons : 
r 

X"+ ^ + © 2 X = 0 => X = AJ 0 (©x)+ BY 0 (©x) 

-< R 

Y'+aco 2 Y = 0 ^>Y = Ce“ aro2t 

ou J 0 est la fonction de Bessel de l ere espece non modifiee d’ordre 0 et Y 0 la fonction de Bessel de 2 nde espece 
non modifiee d’ordre 0. On trouvera en annexe A.2.5 la definitions et les principales proprietes des fonctions de 
Bessel. 

On en deduit que les solutions de (a) sont de la forme : T = Ce -aco x [AJ 0 (cox) + BY 0 (cox)] 

Par ailleurs on sait que Y 0 (0) = -oo ce qui impose B = 0 d’ou T = D e -aco 1 J 0 (cox) 

La condition limite T(R,t) = 0 s’ecrit alors : D e -aco 1 J 0 (cox) = 0 ce qui impose co n R = p n ou co n est une 
solution de l’equation Jo(coR) = 0. 

Le theoreme de superposition des solutions permet d’ecrire la solution generale de (a) sous la forme : 



T(x, t) = Z D n e _a “ 2 ‘ J 0 (co n R) 



n=l 



La condition limite T(r,0) = Tj - T 0 s’ecrit alors : Tj - T 0 = X D n r ) (d) 

n-l 

La fonction propre est Jo(cox) ce qui nous amene a appliquer la transformee de Hankel a la condition limite (d) 
soit a multiplier chaque membre de l’equation (d) par r Jo(co m r) et a integrer entre 0 et R : 



R R co R oo R 

1 r J 0 (® m r)(Ti-T 0 )= j ZD n J 0 (co m r) J 0 (a n r) dr = J ZD n rJ 0 ((B m r) J 0 (co n r)dr = /Dm r[J 0 (a) m r)f dr 

0 0 n=l 0 n=l 0 

car on montre que Jr J 0 (co n r) J 0 (co m r)dr = 0 si m ^ n . 
o 

1 r J 0 ( co m r ) (T 1 -To)=D m Jr [j 0 (co m r)] 2 dr = D m j Q (^r)] 2 = D m J,' (co m r)] 



car les fonctions J n verifient les relations (cf. annexe A.2.5) : 
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J 'KM] dr = — [j n '(cor)] 2 
o 2 



et J n ’(cor) = -J n+1 (cor)+ — J n (cor) 

cor 



On en deduit fmalement : 



T(r,t)=T 0+ ^ I 

R 2 n =1 



Jp^nO c -ao)„ 2 t 

[Jl(®„r)] 2 



I r ( T i - T o) J o(®n r ) dr 
0 



Ou co n (n = 1, 2, 3. . .) sont les racines de l’equation J 0 (cor) = 0. 

Si la temperature initiale T* est uniforme (independante de r) ce resultat s’ecrit : 



, X 2 (t^ -T n ) oo 

T(r,t) = T 0 + Vl Z 

K n=l 



J o(<»n r ) e -aco n 2 t 
®n J lK r ) 



(2.34) 



(2.35) 



2eme cas : flux de chaleur impose 



On impose brutalement une densite de flux 4> 0 a la surface du cylindre initialement a la temperature uniforme 




Avec les conditions aux limites : 



T(x, 0) = Ti 

FfT 

or 



(b) 

(c) 



On effectue le changement de variable suivant : T = T - T (J 

g 2 T _ 1 gT 
gx 2 a gt 



L’equation (a) peut alors s’ecrire : 



Et les conditions aux limites deviennent : 



T(x,0) = T i -T 0 



' -^(R,t) = 4> 0 

dv 



(b) 

(c) 



On effectue une decomposition de la temperature en un produit de fonctions sous la forme : 
T(x,t) = X(r)Y(t) . L’equation de la chaleur conduit a l’equation suivante : 

x" + x: 

X Y + r X' Y = — XY ou: B_ = 1 X = -^,2 

r a X a Y 
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Dont la resolution mene au resultat suivant : 




(2.36) 



3eme cas : coefficient de transfert impose 

On impose brutalement un echange de chaleur par convection avec un coefficient de transfert h a la surface du 
cylindre initialement a la temperature uniforme TV 

d 2 T , 1 ST _ 1 ST 



L’ equation de la chaleur s’ecrit : 
Avec les conditions aux limites : 



dr 2 r a dt 



(a) 



T(r,0) = Ti (b) 

= h[T(R,t)-T 00 ] (c) 






V Sr J r=R 




La solution s’ecrit : 



T(r,t)=T 0 +^- 1 

R 2 n=l 



®n 2 J o(®n r ) 






[ J 0 (®n R )] 



I r ( T i - T o) J o(®n r )dr (2.37) 



2 0 



Ouco n (n = 1, 2, 3...) sont les racines de V equation a J 0 ’(a>r) + — JoC 001 *) = 0 . 

X 

Si la temperature initiale Ti est uniforme (independante de r) ce resultat s’ecrit : 




(2.38) 



Cette solution est representee sous forme d’abaques en annexe A.2.7. 
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2. 3. 3. 3 Sphere 

ler cas : Temperature de surface imposee 

Nous considerons ici une sphere de rayon R a la temperature initiate uniforme Ti a laquelle on impose 
brutalement une temperature de surface T 0 . 




(a) ou : 



T = T - T n 



Avec les conditions aux limites : 



T(r,0) = Tj -T 0 
T(R,t) = 0 



(b) 

(c) 



Effectuons le changement de variable suivant : U(r,t) = r T(r,t) , T equation (a) devient : 



d 2 u _ i au 



Avec les conditions aux limites : J U(r, 0) = r (Ti - T 0 ) 

|^U(R,t) = U(-R,t) = 0 



dr 2 



a dt 



(b) 

(c) 



On retrouve le systeme d’equations de la plaque infmie d’epaisseur 2L (§2.3.2. 1) moyennant les changements 
suivants : 

r x r-R 

U 



< i ^ u 

i. T; — T 0 — > r( T j -T 0 ) 



Ce qui permet d’obtenir le resultat suivant : 



T(r, t) - T 0 + 



2R(T ° T '^ f Elf sin r Mtl exp | 

tiR n=i n l R ) P| 



an 2 7i 2 t 

R 2 



(2.39) 



2eme cas : Flux impose 



Nous considerons ici une sphere de rayon R a la temperature initiate uniforme Ti a laquelle on impose 
brutalement une temperature de surface T 0 . 



L’equation de la chaleur s’ecrit : 
Avec les conditions aux limites : 




r dr 2 



a dt 



(a) ou : T = T - Tj 



T(r,0) = Tj -T 0 
T(R,t) = 0 



(b) 

(c) 
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On effectue le changement de variable suivant : U(r,t) = r T(r,t) qui permet de se ramener au cas de la plaque 
infinie d’epaisseur 2L. 

On obtient fmalement : 




(2.40) 



ou co n ( n = 1 , 2 ,.... ) sont les racines positives de l’equation tan (co) = co. 



3eme cas : Coefficient de transfert par convection impose 

Nous considerons ici une sphere de rayon R a la temperature initiale uniforme Ti a laquelle on impose 
brutalement une echange convectif (avec un coefficient h) avec le milieu ambiant a la temperature T 0 . 



L’equation de la chaleur s’ecrit : 
Avec les conditions aux limites : 




ou : 



T(r,0) = Tj -T 0 
T(R,t) = 0 



(b) 

(c) 



T = T - Tj 



On effectue le changement de variable suivant : U(r,t) = r T(r,t) qui permet de se ramener au cas de la plaque 
infinie d’epaisseur 2L. 

On obtient fmalement : 




(2.41) 



Ou oo n ( n — 1,2, — ) sont les racines de l’equation coR cotg(coR) + 
Cette solution est representee sous forme d’abaques en annexe A.2.8. 



hR 

T~ 



-1 = 0 



2.3.4 Systemes complexes : methode des quadripoles 

Dans ce paragraphe, on notera : 

- 0(x,p) la transformee de Laplace de la temperature T(x,t). 

- ®(x,p) la transformee de Laplace du flux de chaleur cp(x,t). 

On trouvera en annexe 2.11 un recapitulatif des matrices quadripolaires associees aux systemes les plus 
couramment rencontres dans la pratique. 
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2 . 3 . 4. 1 Ecoulement unidirectionnel dans des murs plans 

Mur simple 

Considerons a nouveau le cas d’une transfert de chaleur unidirectionnel dans un mur d’epaisseur e : 



La temperature T(x,t) au sein du mur verifie V equation : 



d 2 T 

dx 2 



I ST 
a dt 



(a) 



d^0 P 

En appliquant la transformation de Laplace a T equation (a) on obtient : — — = — 0 

dx 2 a 

Ou 0(x,p) est la transformee de Laplace de la temperature T(x,t) (cf. annexe A.2.2). 
L’equation (b) admet une solution de la forme : 0(x,p) = k 1 (p)ch(qx) + k 2 (p)sh(qx) avec 
La transformee de Laplace du flux en un point quelconque du mur s’ecrit : 



(b) si T(x,0) = 0. 



q 2 =^ 

a 



®(x,p) = L 



Xs|T (X)t) 

OX 



f(x,t) 

ox 



= -kS-^-(x,p) 
dx 



(c) 



= -XSL 

Cette relation permet d’ exprimer 0(x,p) en fonction de k^p), k 2 (p) et x : 

®(x,p) = -XSk x qsh(qx)-A,Sk 2 qch(qx) (d) 

Les relations (b) et (d) peuvent etre ecrites en x = 0 et en x = e, on obtient : 

0(O,p) = kj <t(0,p) = -XSk 2 

0(e,p)= kj ch(qe)+k 2 sh(qe) o(e,p)= -XSqkj sh(qe)-kSqk 2 ch(qe) 

II est possible d’eliminer ki et k 2 entre ces 4 equations ce qui revient par exemple a exprimer (0 1? en 
fonction de (0 2 , 0 2 ), on aboutit a : 



(2.42) 




M = matrice quadripolaire 

On a la propriete : det (M) = 1 ce qui permet d’etablir la relation reciproque : 



"0(e,p)" 




ch(q e) 


— sh(q e) 


■0(0, p)- 






- X q S sh(q e) 


A,qS 
ch(q e) 


_<t>(0, p)_ 



On peut par ailleurs etablir une analogic entre la propagation d’un courant en regime sinusoidal et le transfert 
thermique unidirectionnel en regime transitoire : 



Intensite du courant electrique I 
Potentiel electrique U 
Impedance electrique Z 



Flux de chaleur dans l’espace de Laplace ®(x,p) 
Temperature dans Tespace de Laplace 0(x,p) 
Impedance thermique Z 



La loi d’Ohm Ui - U 2 = R I se traduit par : Ti - T 2 = R t cp 
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La loi des noeuds : ^ I = 0 se traduit par : 



2 >° 



Moyennant ces notations, la relation quadripolaire (2.44) peut etre representee par le schema electrique 
equivalent : 



Bi 




Avec dans le cas du mur plan : 



Z\-Z 2 - 



ch(qe)-l 

XSqsh(qe) 



et 



Z 3 = 



X S q sh(q e) 



Mur avec echange convectif 

Considerons maintenant le cas d’un mur echangeant de la chaleur par convection avec un fluide : 

Too 



cp - hS [Too - T( X=0 )] 



La relation cp = h S [t^ - T^ x=0 ) J P eut aussi s’ecrire : T^ = — + T( x=0 ) que l’on peut traduire dans l’espace de 

h S 



\ x= o) 

O 



Laplace par : 0^ = 0( X=O ) + - 7^7 si O est la transformee de Laplace du flux cp et 0 la transformee de Laplace 



hS 



de la temperature T. 

On peut done ecrire sous forme matricielle quadripolaire: 




(2.43) 



Resistance de contact entre 2 murs 

Considerons maintenant le cas du transfert de chaleur a travers une resistance de contact R a V interface entre 
deux milieux solides : 

Resistance de contact R 




Le flux de chaleur s’ecrit cp - 



T 1 (x=0) ~ T 2(x=0) 

R 



peut aussi s’ecrire : T^ x=0 ^ =R cp + T 2 ( x=0 ^ que l’on peut 



traduire dans l’espace de Laplace par : 0i( x=o ) = ^2( x =o) + R ® si O est la transformee de Laplace du flux cp et 
0i la transformee de Laplace de la temperature Ti. 
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On peut done ecrire sous forme matricielle quadripolaire: 



0i 

o 1 



1 R 
0 1 






Mur multicouches avec convection et resistances de contact 

Les equations matricielles quadripolaires precedemment etablies nous permettent d’ ecrire : 



0fl 




1 


1/ 

Ai s 


^i 


B! 


1 r 12 


^2 


b 2 


1 r 23 


A 3 


B 3 " 


1 


-1/ 

/h 2 S 


0 C 


®1_ 




0 


i 


. c i 


Di 


0 1 


c 2 


d 2 


0 1 


C 3 


D 3_ 


0 


1 


0) 2 



Ri: 



R 2 



Fluide 1 a T fl 



Convection, hi 



e l 


i e2 


j ^3 










: " V s - ; — 

: r, ■ vj 

-i • 1 

■ " ■' ■ * 

- .. ■ . ^ 





Convection, h 2 



Fluide 2 a 



H b 



H b 



Xi 



X 2 X 3 



vec : Ai = ch(q i q { ) ; Ci = X- q { Ssh(q i e { ) ; Bi = et q; = 

Ai S V a i 

La description du probleme sous forme matricielle permet d’en obtenir une formulation tres simple 
montre tout l’interet de la methode des quadripoles. 



Milieu semi-infini 

II a ete demontre au §2.3.2 que la temperature dans l’espace de Laplace d'un milieu semi-infini s'ecrit : 

0(x,p) = Ae _qx ou q= - 

V a 

On en deduit la valeur de la transformee de Laplace du flux en un point du milieu semi-infini : 

HQ 

<D(x,p) = -^S— = ^qSe“ qx = ?iqS0 
dx 



Avec 



q = 



pep 



O peut done aussi s'ecrire : O = XqS0 = X 1 ^°^ S 0 = yfk p~c S ^/p 0 = E S ^/p 0 



ou E est l'effusivite thermique. 

On pourra done ecrire en tout point d'un milieu semi-infini : 




(2.44) 



ce qui 



(2.45) 
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Mur a temperature uniforme 

Dans le cas d’un ’’systeme mince” : mur dont l'epaisseur et/ou la conductivity thermique permettent de 
considerer sa temperature comme uniforme (Bi < 0,1, cf. §2.3.1), la difference entre le flux de chaleur entrant et 
le flux de chaleur sortant du systeme s’ecrit simplement : 

cpi -cp 2 = p c V soit en appliquant la transformee de Laplace : O 1 -O 2 =pcVp0 

dt 

Ce qui peut se traduire sous forme quadripolaire par la relation : 



A" 




1 0 " 


"02 ' 






pcVp 1 


®2_ 



(2.46) 



Exemple d f application : cf. modelisation de la methode du plan chaud, § 6.1.2. 



2.3. 4. 2 Ecoulement radial 

Cylindre creux 




On montre de la meme maniere qu’en 2.3.7. 1 (cf. Maillet p. 92 ) que les temperatures et les flux dans l’espace 
de Laplace peuvent etre relies par une relation quadripolaire : 




(2.47) 



I 0 , Ii, K 0 et Ki etant des fonctions de Bessel (cf. Annexe A.2.5). Le determinant de la matrice quadripolaire est 
egal a 1 . 



Cylindre creux semi-infini 



Comme dans le cas du mur plan, on montre que Ton peut ecrire en tout point d’un cylindre creux semi-infini 
(r 2 go) : 



0 

O 



2 ltU _saMaa) e 

K o(q r i) 



(2.48) 



42 



Transfert de chaleur par conduction 




On montre de la meme maniere qu’en 2.3.7. 1 (cf. Maillet p. 93) que les temperatures et les flux dans l’espace 
de Laplace peuvent etre relies par une relation quadripolaire : 




(2.49) 



Le determinant de la matrice quadripolaire est egal a 1. 

Sphere creuse semi-infinie 

Comme dans le cas du mur plan, on montre que Ton peut ecrire en tout point d'une sphere creuse semi-infinie 

(r 2 -> oo) : 



,0 



471^^ (l + qrjo 



(2.50) 



Exemple d\ application : cf. modelisation de la methode du fil chaud, § 6.2.2. 



2.4 Conduction unidirectionnelle en regime variable avec changement d’etat 
2.4.1 Temperature constante imposee en surface 

Le milieu semi-infmi est initialement a la temperature uniforme Ti en phase 2. On impose brutalement une 
temperature de surface T 0 inferieure a la temperature de changement de phase 2^1. Un changement de phase va 
se produire tout d’abord a la surface puis se propager vers l’interieur du milieu semi-infmi. 

— Front de changement de phase a T c 



T 0 = T 1 (x=0, t) 



Phase 1 


Phase initiale 2 T - T 2 (x, t-0) 




i 

H 

o 

▲ 



Milieu semi-infmi 



X(t) 
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L’ equation de la chaleur s’ecrit dans les phases 1 et 2 : 



d 2 J x _ 1 5Tj 
dx 2 a t dt 
d 2 T 2 _ 1 3T 2 

dx 2 a 2 dt 

v. 

Les conditions aux limites s’ecrivent : 

r 



(a) 

(b) 



< 



T 2 (x,0) = T i 
T 1 (0,t)=T 0 
T 1 (X,t) = T 2 (X,t)=T c 



dans la phase 1 [pour x < X(t)] 
dans la phase 2 [pour x > X(t)] 



(c) 

(d) 

(e) 



^1 



V <3x j 






( ST A 



V 3x / 



T dX 

= Lp 

x dt 



(f) 



D’apres 4.1.1, la fonction Tj(x, t)=Aerf 



( \ 
X 

2Vm 



+ T n ou A est une constante arbitraire verifie les 



equations (a) et (d). De meme, la fonction T 2 (x, t)=T i -B 
arbitraire qui verifie les equations (b) et (d). 



1-erf 



r ^ 

x 

2ja7t 



ou B est une constante 



L’ equation (e) conduit alors a : 

r \ 

X(t) 



A erf 



2 Vm 



+ T 0 =T, -B 



1 - erf 



r \ 

X(t) 

2^/aTt 



= T 



Cette relation doit etre verifiee pour toutes les valeurs de t, on en deduit que : X = k Vt , ou k est une 
constante. 

En tenant compte de cette forme de X(t), V equation (f) permet d’ecrire : 

-k 2 -k 2 



L Ae 4a > LBe 4a2 



V 7ia i 



- = L 



pk 



Avec : 



A = 



T c -T 0 



r \ 

k 



et 



B = - 



T: -Tc 



erf 



V 2 V^i" j 



1-erf 



r \ 

k 

V 2 V a 2 _ y 



La position X(t) du front de changement de phase se calcule fmalement par : 



Avec k solution de V equation : 

MT C — T 0 ) 



X(t)=k Vt 



erf 



f x ex P 

k 



V 2 V a i j 



f“ k 1 


1 


r, -To) 




r_k2 l 


V 4a l J 






r k i 


| ex P 


K 4a 2 , 



1-erf 



V 2 V**2 ~ ; 



Lpk 



(2.51) 
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Et la temperature dans chaque phase s’ecrit : 




(2.52) 



On obtient dans le cas de l’eau les valeurs donnees dans le tableau 4.1. 



10 4 k 


To 


-3 


-6 


-9 


-12 


-15 


-18 


Ti 


0 


0,9871 


1,3876 


1,6893 


1,9393 


2,1559 


2,3484 


3 


0,8937 


1,2919 


1,5925 


1,8420 


2,0582 


2,2506 


6 


0,8106 


1,2040 


1,5025 


1,7506 


1,9661 


2,1580 


9 


0,7371 


1,1235 


1,4188 


1,6650 


1,8792 


2,0703 


12 


0,6724 


1,0500 


1,3411 


1,5848 


1,7974 


1,9873 


15 


0,6154 


0,9829 


1,2690 


1,5098 


1,7203 


1,9087 




0,5653 


0,9217 


1,2023 


1,4395 


1,6477 


1,8344 



Tableau 41 : Valeurs de k en fonction de T t et de T 0 pour de Teau initialement liquide a T t 



2.4.2 Fusion par contact avec un milieu semi-infini chaud 



1 


r Front de changement de phase a T c 




To 


Phase liquide a T 2 (x,t) 


Phase solide a T i(x,t) 
- T c 

T i = T 1 (x,t) 










Milieu semi-infini 0 






► 



0 X(t) x 

On montre de la meme maniere que si X = k Vt est la position de la surface de separtion liquide/solide alors 
k est solution de 1’ equation : 



TV (T 0 - T c ) exj 


r k 2 

3 

v 4a 2 


\ ( 2 \ 

h IT ( T c “ T i)exp - — 
j V ^ a i ) kLvTi 


/ 

2 

T l a 0 +T 0 a l erf 

V 


k 


^2 yf&l 


f y 

1 erf k 


2y[&2 C 2 



(2.53) 



2.5 Conduction multidirectionnelle en regime variable 

2.5.1 Produit de solutions unidirectionnelles 



Certains problemes bi- ou tridimensionnels peuvent etre resolus par combinaison de 2 ou 3 solutions 
monodimensionnelles. Considerons par exemple le cas d’une barre rectangulaire infinie (longueur tres grande 
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devant les cotes 2L X et 2L 2 ), elle peut etre consideree comme 1’ intersection de deux plaques infmies d’epaisseurs 
respectives 2L X et 2L 2 . Le theoreme de Von Neumann permet d’affirmer que la temperature adimensionnelle de 
cette barre s’ exprime comme le produit des temperatures adimensionnelles des deux plaques infmies dont elle 
peut etre consideree comme etant 1’ intersection : 



T(x,y,t)-T K 
T: - T„ 



barre2Li x2L ? 



T ( x ,t)-T x 
T: -T m 



Jplaque2L 1 



T: - 



Jplaque2L 2 



(2.54) 



Remarques : 

II faut verifier que les conditions initiates et aux limites sont satisfaites sous forme adimensionnelle 
apres decomposition de la geometrie consideree en intersection d’elements simples. 

Des geometries plus complexes peuvent egalement se decomposer en intersection d’elements 
simples, comme par exemple : 

Cylindre semi-infmi = Cylindre infini Pi Milieu semi-infmi 

Barre rectangulaire semi-infmie = Barre rectangulaire infmie Pi Milieu semi-infmi 

Cylindre hauteur 2L = Cylindre infini P Plaque epaisseur 2L. . . 



2.6 Les ailettes 

2.6.1 L’equation de la barre 

Le probleme de la barre encastree schematise le probleme pratique important du refroidissement d’un solide 
par des ailettes. 

Considerons une barre de section constante (epaisseur e et largeur f) encastree entre 2 surfaces a temperature 
T 0 et baignant dans un fluide a temperature Too. 




La symetrie du probleme montre l’existence d’un extremum de la temperature au milieu de la barre ce qui 
permet de simplifier la geometrie : 




La barre est supposee de section suffisamment faible pour qu’il n’y ait pas de variation de temperature dans 
une meme section droite a une distance x de l’encastrement dans la paroi a T 0 . 

Effectuons un bilan d’energie sur le systeme constitue par la portion de barre comprise entre les abscisses x et 
x+dx (nous retenons l’hypothese du regime permanent et nous negligeons le rayonnement) : 
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Avec : cp x 




Flux de chaleur transmis par conduction a l’abscisse x 



cpx+dx Flux de chaleur transmis par conduction a l’abscisse x+dx 

cp c Flux de chaleur transmis par convection a la peripherie 

de la barre entre x et x+dx 



9x 

9 X 



xs" 

dx 



- 



dT 

dx 



X 



x+dx 



cp =hpdx[T(x)-T 00 ] 



Le bilan d’energie s’ecrit : 



9x - 9x+dx + 9c 



Soit : \ X S 



<-] 

dx ) 



x+dx 



^ S T“I = h P dx [ T ( x ) _T «.] 

dx 



Si X et S sont independants de l’abscisse x, nous obtenons : X S 



dT _ f dT 

dx J 



x+dx 



dx 



dx 



= hp[T(x)-Tj 



Done T est solution de F equation differentielle suivante appelee equation de la barre : 



— (T-T ) = 0 

dx 2 °° J 



(2.55) 



2.6.2 Flux extrait par une ailette 



Une ailette est un milieu bon conducteur de la chaleur dont une dimension est grande devant les autres, 
exemple : barre d’epaisseur e et de longueur L avec e« L. Elies sont utilisees a chaque fois que des densites de 
flux elevees sont a transmettre dans un encombrement reduit : refroidissement de composants electroniques, 
refroidissement d’un moteur par air. . . 



Nous avons etabli Fequation differentielle verifiee par la temperature T(x) d’une ailette encastree dans un mur 
a la temperature T 0 et baignant dans un fluide a la temperature : 

d 2 T 

d7 



+ <T- T *) = 0 



En posant : 00 2 = et 9 = T - elle peut encore s’ecrire : - 00 2 0 = 0 

^ S dx 2 

Si la section S est constante, c’est une equation differentielle du 2 nd ordre a coefficients constants dont la 
solution generate est de la forme : 



2.6.2.1 Ailette rectangulaire longue de section constante 



Dans le cas de Failette longue, on emet Fhypothese que : T(x=L) = Too, ou L est la longueur de Failette. 
Les conditions aux limites s’ecrivent alors : en x = 0 : 0(0) = To-Too (a) 

en x = L : 9(L) = 0 (b) 

(b) ^ A = 0 
(a) =^> B = T 0 - Too 
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d’ou : 




(2.56) 



Le flux dissipe sur toute la surface de l’ailette peut etre calcule par integration du flux de convection local : 

L 

<Pp = 



P p = Jhp[T(x)-T M ]dx 



0 

ou plus facilement en remarquant que dans le cas du regime permanent c’est le meme que celui transmis par 
conduction a la base de l’ailette soit : cp p = cp c ( x = 0 ) 

[hp 

— — /i o q — i ^ j y—ujj cajj y— uj a j civcu oj = ' 

'x=0 



«Pc =-^ S (^) x 0 =-^s(T 0 -T„ )(-©) exp(-fi)x) 



I A.S 



d’ou : 



9, 



p =V hp^S (T 0 - Too) 



(W) 



(2.57) 



2.6.2.2 Ailette rectangulaire de section constante isolee a I’extremite 

La solution generale obtenue est identique au cas precedent, ce sont les conditions aux limites qui different : 
T(x=0) = T 0 

= 0 (conservation du flux de chaleur en x=L) 






-IS 



^dT^ 



dx 



x=L 



La solution s’ecrit : 



Et le flux total dissipe par 1’ ailette a pour expression : 




(2.58) 



(p p =coLSth(cDL)(T 0 -Tj 



(W) 



(2.59) 



Remarque : si l’epaisseur e de l’ailette est faible devant sa largeur t, co * 

2. 6. 2. 3 Ailette rectangulaire de section constante avec transfert de chaleur a I’extremite 

La solution generale obtenue est identique au cas 2.6.2. 1, ce sont les conditions aux limites qui different : 



T(x=0) = T 0 
l dx 



= h S [t(x = l)- (conservation du flux de chaleur en x=L) 



y x=l 



La solution s’ecrit : 



/ x ch[oo(L-x)l + 

T(x)-T 00 _ LV ;J 


A sh[ “ (L " x)1 . 




ch(coL) + sh(coL) 

OOA 



(2.60) 
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Transfert de chaleur par conduction 



Et le flux total dissipe par l’ailette a pour expression : 



cp p = co S (t o 



lh(mL)+ ife 

1 + - th(coL) 

(OA v 7 



(W) 



(2.61) 



Remarque : Dans le cas ou l’epaisseur e de l’ailette est faible devant sa largeur i (ce qui est en general verifie) : 
21 I h e 

= . Les ailettes etant en general realise en materiau bon conducteur ( X eleve) et ay ant une epaisseur 

co A, 

faible, l’hypothese I — - «1 est le plus souvent verifiee, les equations (2.60) et (2.61) se ramenent alors aux 

V A, 

expressions plus simples des equations (2.58) et (2.59) qui sont celles utilisees dans la pratique (cf. annexe 
A.2.10). 



2. 6.2.4 Ailette circulaire de section rectangulaire 

Ces d’ ailettes destinees a ameliorer le transfert de chaleur entre la paroi externe d’un tube et le milieu 
ambiant (exemple : tubes de radiateur d’ automobile) peuvent etre schematisees de la maniere suivante : 










Effectuons un bilan thermique sur 1’ element d’ailette compris entre les rayons r et r+dr : 




Le bilan d’energie s’ecrit : cp r = cp r+dr + cp c 

Avec : 

cp r Flux de chaleur transmis par conduction au rayon r 

(p r +dr Flux de chaleur transmis par conduction au rayon r + dr 

cp c Flux de chaleur transmis par convection sur la surface 

de F ailette entre r et r + dr 



( dT ' 



cp =-X2 71 r e 

V, dr y r 

9 r+dr =-^27i(r + dr) 



^ dT ' 



V dry 



r+dr 



= 2{h27rrdr[T(r)-T M ]} 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



(r + dr) 






dx 



f dT '' 



r+dr 



vdxy r 



Si A, est independant du rayon r, nous obtenons : 

r dr 

Soit encore : + - — - 0 ou 0 = T - T 

dr 2 r dr Ae 

C’est une equation de Bessel (cf. annexe 2.5) dont la solution s’ecrit sous la forme : 

[2/h 

0 = Cj I 0 (oor ) + C 2 K 0 (oor ) ou oo = 

Ci et C 2 etant determine par les conditions aux limites : 

En r = r 0 
En r = r e 



2 h 
A e 






: 6 = ^-^ 



d0 



: h 0 (r e ) = -A — (r e ) (cas le plus general : transfert de chaleur a l’extremite) 
dr 



On en deduit les valeurs de Ci et de C 2 : 



c,= 



C 2 = 



K i (° jr e)-, h K o (®r e ) 
A 00 



l \ (® r e ) K 0 (® r 0 )+ l 0 (® r 0 ) K 1 (® r e )+ A [ ! 0 (® r e ) K 0 (® r 0 )+ l 0 (® r 0 ) K o(® r e )] 

A 00 



i q Ijk r o ) 

K 0 (cor 0 ) 



h e 



Dans le cas ou Eon peut faire l’hypothese du flux nul a l’extremite : «1, on aboutit a l’expression 

- A 



simplifiee suivante : 



I (rK _ K 1 (cor e )l 0 ((or)+I 1 (cor e )K 0 (cor) 
To - II (® r e )K 0 («>o)+ Iq (® r 0 ) K 1 (® r e ) 



(2.62) 



Et le flux total dissipe par l’ailette a alors pour expression : 



/ \ floor ) K. (oo nl-Kdco r )L(oor n ) 

CO = A 2ti r erolT -T ^ ^ — e/ lV 

cp p AZ7ir 0 eco^i 0 ij , \ T _ / \ / \ / \ 

U® r e) K 0 1® r o) + V® r o) K 1 l® r e) 



(W) 



(2.63) 



2.6.3 Efficacite d’une ailette 



Elle definit les performances d’une ailette en comparant le flux dissipe a celui qui serait dissipe dans une ailette 
de memes dimensions mais dont la temperature serait uniforme et egale a celle de la base (conductivity 
thermique A —> oo, pas de resistance thermique de conduction done pas de chute de temperature dans V ailette). 

Le flux echange par cette ailette ideale serait : 

cpmax = h p L (t 0 - ) pour une ailette rectangulaire de perimetre p et de longueur L 

*2 max ~ 2 h 71 (r. 2 -r„ 2 )(T 0 -Tj pour une ailette circulaire de rayon de base r 0 et de rayon externe r e . 

(p p 

L’ efficacite de 1’ ailette s’ecrit done : r| = — — 

*2 max 



Nous en deduisons les resultats pratiques suivants : 



Ailette rectangulaire longue : 




(2.64) 
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Ailette rectangulaire isolee a l’extremite : 



th (cdL) 

r| - - 

ooL 



(2.65) 



Ailette rectangulaire avec transfert de chaleur a 1’extremite : 




( 2 . 66 ) 



Ailette circulaire de section rectangulaire : 

11= l 2 ^ e 1 !l(«> r e ) K 1 («> r 0 )~ K l(<° r e ) lAj r 0 ) 

V hr 0 r 0 : i(® r e) K o(® r o) +I o(® r o) K l(® r e) 

2 1 



(2.67) 



Dans le cas de geometries plus complexes (ailettes a section variable, ailettes aiguilles...), il existe des 
formules ou des abaques (cf. annexe A.2.10) permettant de determiner l’efficacite des ailettes et ensuite le flux 
de chaleur cp p extrait par 1’ ailette grace a la relation : cp p = rj cp max . 

2.6.4 Choix des ailettes 

Les ailettes sont utilisees lorsqu’il faut extraire une densite de flux importante dans un encombrement reduit, 
exemples : radiateur d’automobile, carter de moteur refroidi par air, evaporateur de climatiseur. . . 

D’une fagon generate, l’usage des ailettes est : 

- Peu utile pour les liquides car h est grand. 

- Utile dans le cas des gaz car h est faible. 

Des ailettes etroites et rapprochees sont meilleures que des ailettes plus grandes et espacees mais on est limite 
par les pertes de charges (elles augmentent si Ton diminue trop l’ecartement des ailettes). L’ ailette est d’autant 
plus performante que sa conductivity thermique X est elevee. Le choix des ailettes est alors un compromis entre 
le cout, L encombrement, les pertes de charge et le transfert de chaleur. 
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3 TRANSFERT DE CHALEUR PAR RAYONNEMENT 

3.1 Generalites. Definitions 



3.1.1 Nature du rayonnement 

Tous les corps, quelque soit leur etat : solide, liquide ou gazeux, emettent un rayonnement de nature 
electromagnetique. Cette emission d’energie s’effectue au detriment de l’energie interne du corps emetteur. 

Le rayonnement se propage de maniere rectiligne a la vitesse de la lumiere, il est constitue de radiations de 
differentes longueurs d’onde comme Pa demontre l’experience de William HESRCHELL : 




Principe de V experience de William HERSCHELL 

En passant a travers un prisme, les radiations sont plus ou moins deviees selon leur longueur d’onde. On 
envoie done les radiations emises par une source a la temperature T 0 sur un prisme et on projette le faisceau 
devie sur un ecran absorbant (noirci), on obtient ainsi la decomposition du rayonnement total incident en un 
spectre de radiations monochromatiques. 

Si Ton deplace le long de l’ecran un thermometre, on mesure la temperature T e caracterisant l’energie regue 
par P ecran dans chaque longueur d’onde. En construisant la courbe T e = f(X), on obtient la repartition spectrale 
de l’energie rayonnee pour la temperature T 0 de la source. On constate alors que: 

- L’energie emise est maximale pour une certaine longueur d’onde variable avec T 0 . 

- L’energie n’est emise que sur un intervalle de longueur d’onde caracterisant le rayonnement 

thermique. 

On trouvera represente sur la figure ci-dessous les differents types d’ondes electromagnetiques et leurs 
longueurs d’ondes correspondantes. On retiendra que le rayonnement thermique emis par les corps se situe entre 
0,1 et 100 pm. On notera par ailleurs que le rayonnement est pergu par l’homme : 



Par l’oeil : 
Par la peau : 



rayonnement visible, 
rayonnement IR. 



Thermique 



J* ►! 10 giov 


y 
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1 1 
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Spectre des ondes electromagnetiques 
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3.1.2 Definitions 

3 . 7 . 2. 7 Classification 

Les grandeurs physiques seront distinguees selon : 

- La composition spectrale du rayonnement 

Si la grandeur est relative a T ensemble du spectre elle est dite totale. 

Si elle concerne un intervalle spectral etroit dX autour d’une longueur d’onde X elle est dite 
monochromatique : G^. 

- La distribution spatiale du rayonnement 

Si la grandeur est relative a l’ensemble des directions de l’espace elle est dite hemispherique. 

Si elle caracterise une direction donnee de propagation elle est dit directionnelle : G x . 

3 . 1.2.2 Definitions relatives aux sources 

Flux 

- On appelle flux d’une source S la puissance rayonnee notee cp par S dans tout l’espace qui l’entoure, sur 
toutes les longueurs d’onde. Le flux cp s’ exprime en W 

- Le flux envoye par un element de surface dS dans un angle solide elementaire dQ est note d 2 cp 

- Le flux envoye dans tout l’espace par une surface elementaire dS est note dcp. 

- Le flux envoye par une surface S dans 1’ angle solide dQ entourant la direction Ox est note dcp x . 

d 2 cp et cp = j* dcp = j* dcp x 

q s Q 

Rappel sur les angles solides elementaires : 

L’ angle solide sous lequel depuis un point O on voit une surface S est par definition l’aire de la surface 
intersection de la sphere de rayon unite et du cone de sommet O s’appuyant sur le contour de la surface S. 

L’ angle solide dQ sous lequel est vu d’un point O le contour d’une petite surface dS (assimilee a une surface 
plane) peut etre calcule par : 



Nous avons done les relations suivantes : 



d( p=j 




(3.1) 



- Monochromatique : 

Un element de surface dS emet dans toutes les directions du U espace un certain flux d’energie par 
rayonnement. Ce flux est reparti sur un intervalle de longueurs d’ondes. Si Ton considere le flux 

d’energie dcp^ +ta emis entre les deux longueurs d’ondes X et X+dX , on definit remittance 
monochromatique d’une source a la temperature T par : 



(W m" 3 ) (3.2) 



- Totale : 

C’est la densite de flux de chaleur emise par rayonnement par dS sur tout le spectre des longueurs 
d’ondes. Elle n’est plus fonction que de la temperature T et de la nature de la source : 




X=co 

M t = j* M^ t dX 

x=o 



dcp 

dS 



(W m" 2 ) 



(3.3) 
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Intensity energetique dans une direction 

On appelle intensite energetique I x le flux par unite d’ angle solide emis par une surface dS dans un angle 
solide dQ entourant la direction Ox : 




( 3 . 4 ) 



Luminance energetique dans une direction 



Soit a L angle fait par la normale n a la surface emettrice S avec la direction Ox suivant laquelle la surface S 
possede une intensite energetique I x . La projection de S sur le plan perpendiculaire a Ox s’ appelle la surface 
emettrice apparente Z et 1’ intensite energetique dans la direction Ox par unite de surface emettrice apparente 
s’ appelle la luminance energetique L : 




( 3 . 5 ) 



Application : Formule de Bougouer 




Ou : dQ est 1’ angle solide duquel depuis la surface dSi on voit la surface dS k done dQ = 



dS v cosou 



D’ou la formule de Bougouer : 



2 dS { cosoq dS k cosa k 

d = L ix 5 



( 3 . 6 ) 



3.1. 2.3 Definitions reiatives a une recepteur 

Eclairement 



C’est l’homologue de remittance pour une source. L’ eclairement est le flux re$u par unite de surface 
receptrice, en provenance de 1’ ensemble des directions. 
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Reception du rayonnement par un solide 

Quand un rayon incident d’energie cp^ frappe un corps a la temperature T, un partie cp^ p^ T de Tenergie 
incidente est reflechie par la surface S, une autre partie cp^a^ T est absorbee par le corps qui s’echauffe et le reste 
cp^ t^ t est transmis et continue son chemin : 




On a evidemment : cp^ = cp^ p^ T + 9^ o^ T + 9a, Tat d’ou : p^ T + a, at + ^at = 1 • 

On definit ainsi les pouvoirs monochromatiques reflechissant p^ T , absorbant a^ T et filtrant t^ t qui sont 
fonction de la nature du corps, de son epaisseur, de sa temperature T, de la longueur d’onde X du rayonnement 
incident et de Tangle d’incidence. 

Si Ton considere Tenergie incidente sur tout le spectre des longueurs d’onde, on obtient les pouvoirs 
reflechissants p T , absorbant a T et filtrant t t totaux. Les valeurs de p T , a T et t t de certains corps sont donnes 
en annexe A.3.1. 



3.1. 2.4 Corps noir, corps gris 

Corps noir 

C’est un corps qui absorbe toutes les radiations qu’il regoit independamment de son epaisseur, de sa 
temperature, de Tangle d’incidence et de la longueur d’onde du rayonnement incident, il est defmi par : a^ T = 1. 
Une surface enduite de noir de fumee est approximativement un corps noir. 

Proprietes du corps noir : 

Tous les corps noirs rayonnent de la meme maniere. 

Le corps noir rayonne plus que le corps non noir a la meme temperature. 



Corps gris 

Un corps gris est un corps dont le pouvoir absorbant a^ T est independant de la longueur d’onde X du 
rayonnement qu’il regoit. II est defini par : a^ T = a T . 

En general, on considere les corps solides comme des corps gris par intervalle et on utilise un pouvoir 
absorbant moyen vis-a-vis du rayonnement emis pour X < 3 pm (rayonnement emis par des corps a haute 
temperature comme le Soleil) et un pouvoir absorbant moyen vis-a-vis du rayonnement emis pour X > 3 pm 
(rayonnement emis par les corps a faible temperature : atmosphere, absorbeur solaire,...). On pourra a titre 
d’exemple considerer les valeurs suivantes pour la peinture blanche : 
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3.2 Lois du rayonnement 

3.2.1 Loi de Lambert 



Dans le cas ou la source est isotrope, la luminance est independante de la direction : L x = L 




Or L n = — 

S 

Et L a = — — — 

Scosa 

De l’egalite L n = L a on deduit la loi de Lambert pour une source isotrope : 



L* =I n cosa 



( 3 . 7 ) 



Ainsi l’indicatrice de l’intensite est une sphere tangente en O a la surface emettrice lorsque celle-ci suit la loi 
de Lambert : 





Luminance d’une source isotrope Intensite energetique d’une source isotrope 



Remarque : Lorsqu’un corps suit la loi de Lambert, on montre qu’emittance et luminance sont proportionnelles : 



M = 7lL 



(W.m~ 2 ) 



( 3 . 8 ) 



3.2.2 Lois physiques 

3.2.2.1 Loi de Kirchoff 



M, 



A une temperature T donnee et pour une longueur d’onde X donnee, le rapport — est le meme pour tous 

a XT 



les corps. 

Pour le corps noir : a^ T = 1 , le rapport 

monochromatique du corps noir, done : 



M 



XT 



a 



est done egal a Mo^ en appelant Mo w remittance 



XT 



— CLyj Mo^ t 



(W.m 3 ) 



( 3 . 9 ) 



L’emittance monochromatique de tout corps est egale au produit de son pouvoir absorbant monochromatique 
par 1’emittance monochromatique du corps noir a la meme temperature, d’ou l’interet de connaitre le 
rayonnement emis par le corps noir. 
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Cas des corps gris : loi de Kirchoff generalisee 

Dans le cas du corps gris, on peut generaliser cette loi ce qui facilite les application. En effet pour un corps 
gris a^ T = oc T , done : 



\=co 



\=co 



\=co 



M t = j* M^ t dX = j* a XT Mo xt dX = a T j* Mo n dA, 



^=o 



^=0 



^=0 



En appelant Mo T remittance totale du corps noir a la temperature T, nous obtenons pour un corps gris : 

(3.10) 



JVty — OCy IN/lOy 



(W.m ) 



L’ emittance totale M T d’un corps gris a la temperature T est egal au produit de son pouvoir absorbant a T par 
remittance totale Mo T du corps noir a la meme temperature. 



3.2.2.2 Rayonnement du corps noir 

Emittance monochromatique 
Elle est donnee par la loi de Planck : 



c. r 5 1 

- 1 


^ A.T ~~ 

exp 


c 'l 

v ^Tj 


-1 



(W.m 3 ) (3.11) 



avec : Q= 3/742.10' 16 W.m' 2 
C 2 = 1,43 85.1 O' 2 m.K 

La loi de Planck permet de tracer les courbes isothermes representant les variations de Mo^ T en fonction de la 
longueur d’onde pour diverses temperatures : 



Emittance d'un corps noir a 100°C 




Emittance d'un corps noir a 5777 K (Soleil) 




Remarques : 

- La longueur d’onde A, M pour laquelle remission est maximale varie avec la temperature de la source : 



2,897.1 a 3 


(pm) (3.12) et 


Mo. T = 0,410 


' T 


5 








I"™ j 





(W.m' 3 ) (3.13) 
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Avec T : Temperature (K) 

- Pour le Soleil ( 5777 K ), 90% de l’energie est emise entre 0,31 et 2,5 pm, le maximum etant situe 

dans le spectre visible. Par contre, un corps noir a 373 K (100°C) a son emission maximale vers X = 8 pm 
dans 1TR. 

Emittance totale Mo t 

L’integration de la formule de Planck pour toutes les longueurs d’onde donne remittance totale Mo T du corps 
noir qui n’est plus fonction que de la temperature T , on obtient la loi de Stephan-Boltzmann : 



Mo t 



(W m' 2 ) 



(3.14) 



avec a = 5,675. 1 0 s W.m" 2 .K" 4 



Dans les calculs on ecrira souvent : a = 5,675 



r T a 4 



100 



Fraction de remittance dans un intervalle donne de longueurs d’onde [X u X 2 ] 

C’est la fraction du flux emis par l’unite de surface du corps noir a la temperature T entre les longueurs 
d’ondes XietX 2 : 



J* Mo^ t dX 



J* Mo n dX 






j* ISdo^Y dX j* Mo^j dX j* Mo^j dX 






J* ISdo^Y dX 



^iT— ^ 2 T oo 



or 



J* Mo^j dX 
o 

Ce qui peut egalement s’ecrire : = F, 

x 

i 



oT 



aT 4 



gE 



X{T-X 2 T - r 0-A, 2 T 
X 



F 0 _^ iX ; Calculons F 0 _^ T a T constant : 



' cT 4 



1 1 c ' dX - i f 

a J 



C,(aT)- 



0 



exp 



v^ T y 



-1 



o 



exp 



v^ T y 



-1 



T dX = — f- 

a J 

o 



C,(/-T)- 



exp 






d(^T) 



-1 



Nous constatons que F 0 .^t ne depend que du produit XT. II suffit done de dresser une fois pour toutes une table 
a une entree unique XT donnant F 0 .^t et de l’utiliser pour le calcul de = F 0 _^ T - F 0 _^ iT . Le tableau 

des valeurs est donne en annexe A.3.2. 



3. 2.2. 3 Rayonnement des corps non noirs 

Facteur d’ emission ou emissivite 



On definit les proprietes emissives des corps reels par rapport aux proprietes emissives du corps noir dans les 
memes conditions de temperature et de longueur d’onde et on les caracterise a l’aide de coefficients appeles 
facteurs d’emission ou emissivites. Ces coefficients monochromatiques ou totaux sont definis par : 



e xt ~ 



Mo^t 



M t 

et s T = — 

Mo t 



(3.15) 



D’apres la loi de Kirchoff, on montre que : 



Yves Jannot 



59 





Transfert de chaleur par rayonnement 



a XT ~ s vr 

Cas des corps gris 

Ils sont caracterises par a^ T = a T soit d’apres ce qui precede : 8^ T = s T 

Or : M t = s T Mo t , nous en deduisons 1’emittance du corps gris a la temperature T : 

(W m" 2 ) 



M t = s T aT 4 



(3.16) 



(3.17) 



3.3 Rayonnement reciproque de plusieurs surfaces 

Hypothese : Les surfaces considerees seront supposees homogenes, opaques, isothermes et grises. 

3.3.1 Radiosite et flux net perdu 

Le rayonnement qui quitte une surface Si est la somme de son emission propre et de la reflexion d’une partie 
du rayonnement incident sur cette surface. On appelle radiosite, que l’on note J i? remittance apparente de la 
surface Si done : 

(W m" 2 ) (3.18) 



Ji = s i aT i 4 +(l-Si) E i 



Avec Ej : Eclairement de la surface S, (W.m' 2 ) 

Considerons maintenant la surface Si choisie parmi n surfaces isothermes et homogenes qui delimitent un 
volume : 




La densite d’energie nette perdue par rayonnement par Si s’ecrit : = c i aT i 4 -8 i E i 

En introduisant, d’apres (2.18), la radiosite Ji par : E { = — - — a Ti 4 ) , nous obtenons : 

1 - 8 ; 

(W m" 2 ) 




(3.19) 



3.3.2 Facteur de forme geometrique 

On considere une surface Si qui sur toute son etendue a une emission apparente cp A = S A Jj . 
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La surface Si est environnee par un nombre n de surfaces et cpi est envoye sur toutes ces surfaces ( la surface Si 
peut egalement rayonner vers elle-meme si elle est concave). Le flux apparent cpi peut done se decomposer de la 
maniere suivante : 

<Pi = <Pi->l +9 i^ 2 + + ( Pi->i + + 9i^n 



Calculons cpi^ k qui est la part du flux quittant Si qui atteint S k : 

D’apres la formule de Bougouer, le flux d 2 cp A _^ k envoye par la surface elementaire dSi vers la surface 
elementaire dS k s’ecrit : 

2 T dSi cosai dS k cosa k 

d 9i^k = ^i - 



•> i 

avec Li = si la surface Si suit la loi de Lambert. 

71 



1,1- T r r cosai cosa k _ _ 

Nous en deduisons : q>- = J { J J dSi dS k 

' l SiS k 71 r 

Le facteur de forme geometrique f ik de la surface Si par rapport a la surface S k est alors defini par la relation : 




(3.20) 



II ne depend que de la geometrie et de la disposition relative des surfaces Si et S k . Des formules donnent sa 
valeur pour les cas de figure les plus courants (cf. annexe A.3.3). Le flux (Pi_> k peut alors s’ecrire simplement : 

9i->k - h Ak Si 



Remarques : 

- Le 2 eme membre de la formule (3.20) de definition de f ik est symetrique en i et k, on en deduit que : 



Si f ik = S k f ki 



(3.21) 



La relation cp A = 9 ^ + cp ^ 2 + + 9 i^i + + (Pi_» n P eut s’ecrire : 

<Pi = J. fil Si + Ji f i2 Si + • Ji f in Si = Jj Si (f„ + f i2 + + f in ) or CP; = Si Ji 

d’ou : 



kl + fi2 + + fin - 1 



(3.22) 



Ces deux relations sont utiles pour la determination des facteurs de formes de plusieurs surfaces en presence. 



3.3.3 Calcul des flux 

n 

Le flux cp^i regu par la surface Si s’ecrit : cp^ A = E A S A = ^^cp k ^i or (Pk->i~JkSkfki 

k=l 

n n 

D’ou : E, Si = ^J k S k f ki = ^J k Si f ik d’apres (3.21). 

k=l k=l 

n 

En reportant cette expression dans (3.18), nous obtenons : J i =e i aT i 4 +(l- £i)S J k f .k 

k=l 
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Soit encore : 



gTY 




k=l 



4 



En utilisant le symbole de Kronecker, nous pouvons ecrire : J { 



n 



Jk 

k=l 



Yj— [6 ik -( 1 -e 1 ) f ik]j k =^T i 4 

rr 



(3.23) 



Nous ecrirons cette relation pour toutes les surfaces Si dont on connait les temperatures. Pour celles dont on 

n 

connait plutot la densite de flux net perdue nous utiliserons la relation : N, =J i _E i = J i-X f ikJ k 

k=l 



qui peut encore s’ ecrire : 

Z( s ik- f ik )jk=i net 

k=l 



(3.24) 



Methode de resolution 

Si Ton connait p temperatures et (n-p) densites de flux nets , on ecrit p fois 1’ equation (3.23) et (n-p) fois 
L equation (3.24), on obtient ainsi un systeme lineaire de n equations a n inconnues : J b J 2 , J p ,, T p+ i, T n . 

La resolution de ce systeme permet de calculer les (n-p) temperatures et les p radiosites inconnues. Les p 
densites de flux nets inconnues se calculent ensuite par la relation : <!>, = Sj (aT, 4 - J , ) 



Remarque : 

Si une surface est noire (c* = 1), la relation (3. 23) ne peut pas etre utilisee. Nous avons alors simplement dans 
ce cas la relation : J { = a T { 4 et Ton resout le systeme des (n-1) equations restantes. 

Exemple d’ application : Cas de deux plans paralleles infinis 

S 2 




On suppose que les temperatures Ti et T 2 des deux surfaces Si et S 2 sont connues, on cherche a determiner le 
flux net perdu par chacune de ces surfaces. 

Nous avons fn = f 22 = 0 car les surfaces Si et S 2 sont planes et ne peuvent pas rayonner vers elles-memes. 

n 

Nous en deduisons fi 2 = 1 et f 2 i = 1 en appliquant la relation ^f ik = 1 pour i = 1 et pour i = 2. 

k=l 

La relation (3.23) s’ecrit alors de la maniere suivante pour i = 1 et i = 2 : 



h ~ (l — c i ) ^2 ~ as i Ti 

— (l — s 2 )Ji + J 2 =g8 2 T 2 4 
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,, , T SiTi 4 + s 2 (l- £ 1 )T 2 4 
d ou : J, = ct — — — ^-77 — — 
l-(l- Sl )(l-e 2 ) 

~T~ (crT^-jJ = (jT,' 

I-81 



et ‘t*!^ = 



V !- £ i 1_£ i 



£ 1 +£ 2 _£ 1 e 2 ) 



- ctT 



4 £1 



:(l- £ .) 



1 — 8j 8^+82 — Si 82 



4>1 =-^2 =a ( Tj 4 — t 2 4 ) ^ 



Si ~\~ 82 81 82 



Soit fmalement : 



~ 4*2 — CJ - 

1 x net 1 z nnet 



r-p 4 r-p 4 

i l ~ i 2 

— + — -1 
£ 1 £ 2 



( 3 . 25 ) 



3.3.4 Analogie electrique 

Flux net perdu par une surface 

Nous avons montre que : (|) inet = -y— 1 — (aTi 4 - jJ ce qui peut 



encore s ecnre : cpi = 



aV-h 



net 1 - Si 

8 : S: 



Par analogie, cette relation peut etre representee par le schema electrique equivalent suivant : 

<Pi t 



a T: 



-AAAAAAAAA- 

1 - 8 : 



Ji 



Si Si 

On notera que cette resistance thermique de rayonnement ne depend que des proprietes physiques de la surface 
Si et qu’elle est nulle pour un corps noir. 

Flux net echange entre plusieurs surfaces 

Le flux net perdu par la surface Si dans ses echanges radiatifs avec F ensemble des surfaces environnantes 
s’ecrit d’apres la relation (2.) : cp { = ( J A — E A ) S A 

Le flux cpi = Ji Si quittant la surface Si peut se decomposer de la maniere suivante : 



*Pi *Pi-»l *Pi-» 2 + + ( Pi^n ^ ' J j S j f jj 



j=l 

L’eclairement Ei re$u par la surface Si peut se decomposer de la maniere suivante : 

E i s i = i^ j _ i = ij j s j fji 

j=l j=l 

Le flux net perdu par Si peut done s’ecrire : 

<Pi mt = L Ji Si fy -Jj Sj fj. = 2 Si fij (j, -Jj)= i<p ne t 
j=l j=l j=l 

Le flux net echange entre les surfaces Si et Sj s’ecrit done : cp net _ = ^ - Jj)Sj fy = — — — 



Sifij 



Cet echange radiatif peut etre represente par le schema electrique equivalent suivant : 

^Pnet: 



Ji 



-AAAAAAAAA- 

1 



J] 



Si fij 
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On notera que cette resistance thermique de rayonnement est purement geometrique et qu’elle ne depend pas 
des proprietes physiques des surfaces Siet Sj. 

Application : Echange entre deux surfaces grises 



Si les deux surfaces Si et S 2 sont seules en presence, le flux net cp^ perdu par Si est egal au flux net cp 2net 
gagne par S 2 . Ce flux est encore egal au flux net cp neti _^ echange entre Si et S 2 , nous avons done les egalites : 



‘Pine, “ 'Pnet,^ - 92™ 



Soit 



oT, 



<Pi t =' 



l~ £ i 

SlS! 



Jl-J 2 



$1 fl2 



J 2 -°V 
1~ £ 2 
S 2 S 2 



Cet echange radiatif peut etre represente par le schema electrique equivalent suivant : 



AAAAAM^ — i WWVWV — - 

1-Cj 1 

£ i Si f 12 



AAAAAAAAA — - 



1 ~ £ l 
Si Si 



D’ou 



<Pl n „ = - 92 n 



a 



Iz^i 

£ i Si 



r-p 4 r-p 4 

A 1 _ i 2 



Si fl2 



1 — £ 2 
£ 2 S 2 



(W) 



(3.26) 



Utilisation des schemas analogiques 

Dans les systemes simples, il est plus rapide d’utiliser la technique des schemas analogiques que celle du 
sy steme lineaire. Lorsqu’on a etabli le schema analogique, on calcule les differentes resistances du circuit puis 
on resout par les techniques habituelles utilisees en electricite : loi dissociation des resistances en serie et en 
parallele, loi des noeuds,... 

Exemple d’ application : Cas d’une surface S 2 convexe completement entouree par une surface S 2 

La surface Si etant convexe elle ne peut pas rayonner vers elle-meme done : fn = 0 
La relation fn + f i2 =1 nous permet de deduire : f i2 = 1 



La relation (3.26) s’ecrit alors : 
9i t =-q> 2 ^ = 



r-p 4 r-p 4 
1 1 “ i 2 



r-p 4 r-p 4 

i l _ l 2 



1 ~ £ 1 
£ i Si 



l- £ 2 
£ 2 S 2 



£ i Si 



£ 2 S 2 



D’ou : 



„ „ __ SjtV-T, 4 ) | 


vpi — vp 2 — yj 

T x net T ^net 

— + -L- 

£ i s 2 


f-L-.l 
l S 2 J 





(W) 



(3.27) 



Cas particulier ou la surface S 2 est « petite » devant la surface S 2 : 



Nous avons dans ce cas : 



Si 



< 0 et la relation (3.27) s’ecrit alors : 



‘Pine, = - ( P2„ e , = S 1 S 1 ^ ~ U ) 



(W) 



(3.28) 
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3.4 Emission et absorption des gaz 

3.4.1 Spectre d’emission des gaz 

Beaucoup de gaz et de melanges de gaz sont transparents pour T < 3000 K : 0 2 , N 2 , air sec... 

Par contre, les gaz heteropolaires di- ou tri-atomiques (C0 2 , S0 2 ,...) et des vapeurs d’hydrocarbures ou 
d’alcools presentent des bandes d’emission et d’ absorption de largeur plus ou moins grande dans le spectre, le 
gaz restant transparent entre ces bandes. Les spectres d’emission sont de plus differents selon la temperature du 
gaz. 

Le C0 2 et la vapeur d’eau sont importants en pratique : 

- Presents en grande quantite dans les gaz de combustion, leur rayonnement est parfois essentiel dans les 
echanges de chaleur entre les flammes, les gaz chauds et les charges a rechauffer. 

- Presents dans T atmosphere, le flux qu’ils envoient vers la Terre joue un role important dans son bilan 
thermique : 

- Les refroidissements nocturnes importants observes en saison seche s’expliquent par l’abaissement 
du rayonnement emis par T atmosphere du fait de la faible presence de vapeur d’eau dans l’air. 

- L’ augmentation de la teneur en C0 2 dans T atmosphere du fait des emissions industrielles et 
automobiles augmente le rayonnement emis par l’atmosphere vers la Terre et contribuent au 
rechauffement de la Terre (effet de serre). 



3.4.2 Echange thermique entre un gaz et une paroi 

Cas particulier 

Traitons le cas d’une masse de gaz hemispherique et d’une paroi plane de petites dimensions placee au centre 
de la base de Themisphere : 

Soient T p et T g les temperatures de la paroi et du gaz et R le rayon de Themisphere. 

Le gaz envoie sur la paroi un rayonnement dont la densite de flux a pour valeur : a s g T g 4 , s g etant le 

facteur total d’emission de la couche de gaz d’epaisseur R a la temperature T g . s g a la meme valeur dans toutes 
les directions car la couche de gaz a la meme epaisseur dans toutes les directions du fait de sa forme 
hemispherique. 

La densite de flux absorbe par la paroi est : s p a s g T g 4 , s p etant le facteur total d’ absorption de la paroi. 

La paroi emet par ailleurs un rayonnement d’une densite de flux egale a : a s p T p 4 
Au total, la paroi regoit la densite de flux net : 

(W m" 2 ) (3.29) 





Cas general 

Dans le cas particulier que nous venons de traiter, tous les trajets aboutissant a la paroi ont la meme longueur 
done s g est le meme dans toutes les directions. II n’en n’est pas ainsi dans le cas general. Par exemple, dans le 
cas d’une paroi spherique de diametre D enfermant une masse gazeuse, les trajets aboutissants a la paroi ont une 
longueur comprise entre 0 et D. Le calcul de la densite de flux envoyee par le gaz sur la paroi necessite done une 
integration par rapport a Tangle d’incidence. 
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On trouve par exemple dans ce cas que la densite de flux est egale a celle que 

2 

Ton obtiendrait avec une hemisphere de rayon equivalent R = — D 

D’une maniere plus generate, on trouve qu’une bonne approximation du rayon 
de 1’ hemisphere equivalent peut etre calculee par : 




Des valeurs plus precises sont donnees dans le tableau de l’annexe A.3.6. 



Echange thermique entre deux parois separees par un gaz 



Considerons un gaz separant deux surfaces Si et S 2 supposees planes, paralleles et noires, a des temperatures 
differentes T\ et T 2 . On admettra que la masse de gaz est a la temperature uniforme T g et qu’elle a une epaisseur 
constante L. 




Schematisation des flux radiatifs 



La temperature T g du gaz peut etre calculee en fonction de T\ et de T 2 en ecrivant que le flux de chaleur 
absorbe par la couche gazeuse est egal au flux qu’elle rayonne vers les deux parois : 



2 CTSg T g 4 =s g oT! 4 +s g ctT 2 4 
T 4 _ T t 4 + T 2 4 
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4 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONVECTION 

4. 1 Rappels sur I’ analyse dimensionnelle 

4.1.1 Dimensions fondamentales 

On peut exprimer les grandeurs physiques en fonction d’un nombre limite de dimensions fondamentales. 
Exemples : Vitesse : L . T" 1 ; viscosite dynamique : M . L^.T' 1 ; force : M.L.T' 2 
Sur ces exemples on voit que le nombre de dimensions fondamentales est de 3 : Masse M, Longueur L, Temps 

T 

Ces trois dimensions fondamentales ne sont pas toujours suffisantes. Pour les problemes de transfert de chaleur, 
il est necessaire d’aj outer une 4 eme dimension : la temperature 0 et, lorsque rechange d'energie entre grandeurs 
mecaniques et grandeurs thermiques ne sera pas mesurable, on ajoutera la quantite de chaleur Q qui sera 
consideree comme une 5 eme dimension. 

Remarque : Q, homogene a un travail qui s’exprime en fonction des dimensions fondamentales M, L et T par 
Q = M.L.T" 2 n’est pas une vraie dimension fondamentale. 

La methode d'analyse dimensionnelle, qui repose sur le principe de l'homogeneite dimensionnelle des termes 
d’une equation est connue sous le nom de Theoreme de Vaschy-Buckingam ou theoreme des groupements n. 



4.1.2 Principe de la methode 

Si l’on peut representer mathematiquement une loi physique en exprimant une variable physique Gi en fonction 

d’un certain nombre d'autres variable physiques independantes G 2 , G n , c’est a dire si Gi = f (G 2 ,G 3 ,...G n ) ou 

encore f (G b G 2 ,.. .G n ) = 0, le probleme peut etre simplifie de la maniere suivante : 

On ecrit pour chaque variable G i? l'equation dimension en fonction des dimensions fondamentales. On 
dispose alors de n equations qui ont necessite p dimensions fondamentales pour caracteriser toutes les 
grandeurs physiques. 

On preleve p de ces n equations que Ton considere comme equations de base. Bien que le choix des 
equations prelevees soit arbitraire, il faut toutefois que chaque dimension fondamentale apparaisse au 
moins une fois sur l’ensemble des p equations. 

Les (n-p) equations restantes se presentent alors sous forme de (n-p) rapports sans dimensions appeles 
groupements n qui sont des ’’grandeurs reduites”. On obtient alors une equation reduite : 

g (7Ti, 712,... 7Tn-p) — 0 



Un groupement n est le rapport d’une equation dimension d’une grandeur physique n’appartenant pas a 
l’ensemble des equations de base au produit des equations de base, chacune d’elle etant portee a une certaine 
puissance : 

n [Gj] 

‘ [G i ] a ‘ [G 2 ] bi .... [G p ] e ‘ 

Pour chaque dimension fondamentale M, L, T, 0, Q figurant au denominates, on fait la somme des exposants 
que Ton identifie avec l'exposant de la meme dimension figurant dans l’equation dimension de la grandeur 
physique du numerates. On obtient ainsi un systeme lineaire de p equations dont la resolution permet de 
determiner les p exposants des equations de base du denominates. 

Il suffit alors d’ecrire le rapport n en fonction des grandeurs physiques attachees aux equations dimensions de 
depart. 
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4.1.3 Exemple d’application 

Considerons un fluide en circulation forcee dans une canalisation cylindrique pour lequel on se propose de 
determiner le coefficient de convection h relatif au transfert de chaleur fluide-paroi qui correspond a une 
convection forcee : 

Tube 




Determination des grandeurs physiques : 

II faut determiner tous les parametres dont depend la densite de flux de chaleur § (liee a h par = h AT), ce sont 
ici : 



Les caracteristiques du fluide : 

- X coefficient de conductibilite thermique 

- c p chaleur massique 

- p masse volumique 

- p viscosite dynamique 

Les caracteristiques de fecoulement 

- u vitesse moyenne du fluide 

La geometrie de la surface d'echange 

- D diametre de la conduite 

L'ecart de temperature paroi- fluide AT 

d’ou : f (X, c p , p, p, u, D, AT, 4>) = 0 
Equation dimension de chaque grandeur : 

II faut ensuite ecrire fequation aux dimensions fondamentales M, L, T, 0, Q de chacune des grandeurs, ce qui 
s'ecrit ici : 



X : 


Q. T\V\Q 


c r : 


Q.M-'.e' 1 


P : 


M.L" 3 


p: 


M.T^.L' 1 


u : 


L.T' 1 


D : 


L 


T: 


0 




q.T'Vl' 2 



Determination des groupements n : 

II faut maintenant choisir 5 equations de base ( toutes les dimensions fondamentales ont ete utilisees) de fa^on a 
ce que les 5 dimensions fondamentales figurent au moins une fois dans l’ensemble des equations. 

Prenons par exemple : X, p, u, D, A0, il reste 4), c p et p. 

On ecrit alors les 3 rapports sans dimension correspondants a ces variables sous la forme : 



9 



1 T a ‘ V‘p Cl D d ‘ u e ' 



2 T* 2 V 2 p C2 D d2 u® 2 



3 T a3 V 3 p° 3 D d3 u Cj 
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Pour chaque rapport n, on remplace les grandeurs physiques par leurs equations dimensions ce qui donne par 
exemple pour ui : 

r ] = QT-'L " 2 

1 e al (Q T _1 L _1 r') bl (M L7 3 ) cl L dl (L T _1 ) el 

Pour chaque dimension fondamentale, on identifie les exposants de puissance entre numerateur et denominates 
relatifs a une meme dimension ce qui conduit au systeme : 



(Q): 


l=b, 


(T): 


-1 = -b[ -Ci 


(L): 


-2 = -b[-3c 


(6): 


0 = al -bl 


(M): 


0 = Ci 



Le rapport Ui s'ecrit done n l = 



4>D 

ATX 



Ce qui avec = h A0 peut encore s'ecrire : 



hD 



TCi =- 



On obtient de la meme maniere : 



7l 9 = 



pu Dc p 



et 7i 3 = - 



p 



X J pDu 

Le theoreme de Vaschy-Buckingam nous permet d'affirmer que la relation : 

f (X, Cp, p, p, u, D, AT, <|>) = 0 

entre 8 variables peut s'exprimer a l’aide des trois nombres sans dimension n 2 et 7i 3 sous la forme : 

f (71 1, 7l 2 , 7T 3 ) = 0 OU 71 1 = f(7Ti, 7T 2 ). 



Signification physique de ces groupements : 

" ~ D 

• 7ii — ^ ^ est le Nombre de Nusselt, il peut aussi s'ecrire : Nu = 

1 X 1 

h 

C'est done le rapport de la resistance thermique de conduction par la resistance thermique de convection. II 
est d'autant plus eleve que la convection est predominante sur la conduction. II caracterise le type de transfert 
de chaleur. 

• 7i 3 — — — — = — - — , c’est l’inverse du Nombre de Reynolds qui caracterise le regime d’ecoulement dans 

pDu Re 

la canalisation. 



7To =- 



puDc 



, c’est le Nombre de Peclet On petit aussi l'ecrire : Pe = 

C P P 



puD c p p 



et faire 



apparaitre un nouveau nombre adimensionnel: Pr = 



p X 

appele Nombre de Prandtl. Ce nombre est 



calculable pour un fluide donne independamment des conditions experimentales (il ne depend que de la 
temperature) et caracterise l'influence de la nature du fluide sur le transfert de chaleur par convection. 



On prefere done chercher une relation sous la forme : 



Nu = f (Re, Pr) 



(4.1) 
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4.1.4 Avantages de I’utilisation des grandeurs reduites 

Ils concement essentiellement la representation, la comparaison et la recherche des resultats experimentaux : 

- La representation des resultats experimentaux est simplifiee on pourra avoir une courbe reliant 2 
variables ou une abaque reliant 3 variables reduites au lieu d'une relation liant (3 + p) parametres. 

- La comparaison des resultats experimentaux est aussi tres rapide et aisee, quel que soit le chercheur, 
meme si le systeme d’unite utilise est different puisque les grandeurs reduites sont sans dimension. 

- La recherche des resultats experimentaux est facilitee et ordonnee : s’il suffit de tracer une courbe entre 
deux variables reduites, c'est qu’il suffit d’effectuer une seule serie d' experiences. 

Remarque : 

II faut toutefois bien comprendre que la methode de V analyse dimensionnelle qui foumit les grandeurs reduites 
ne donne pas la forme de la relation qui les lie, la recherche de cette relation fait fobjet du depouillement des 
resultats experimentaux. 

Quelques groupements sans dimensions 



Groupement 



Re = 


puD 

P 


Nombre de Reynolds 


Pr = - 


C Ll 
P ^ 


Nombre de Prandtl 


X 


Nu = 


hD 

X 


Nombre de Nusselt 


Pe = 


puDc p 


Nombre de Peclet 


X 


Ma = 


h 


Nombre de Margoulis 


puc p 


Gr = 


PgATp 2 L 3 

l-i 2 


Nombre de Grashof 


Ra = 


c p P g AT p 2 L 3 


Nombre de Rayleigh 



X JLX 



4.2 Convection sans changement d’etat 
4.2.1 Generates. Definitions 

Les transferts de chaleur qui s’effectuent simultanement avec des transferts de masse sont dits transferts de 
chaleur par convection. Ce mode d’echange de chaleur existe au sein des milieux fluides dans lesquels il est 
generalement preponderant. 

Convection naturelle et forcee 



Selon la nature du mecanisme qui provoque le mouvement du fluide on distingue : 

La convection libre ou naturelle : le fluide est mis en mouvement sous le seul effet des differences de 
masse volumique resultant des differences de temperatures sur les frontieres et d’un champ de forces 
exterieures (la pesanteur). 
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La convection forcee : le mouvement du fluide est induit par une cause independante des differences de 
temperature (pompe, ventilateur...). 

L’ etude du transfert de chaleur par convection permet de determiner les echanges de chaleur se produisant 
entre un fluide et une paroi. 



Regime d’ecoulement 

Compte-tenu du lien entre le transfert de masse et le transfert de chaleur, il est necessaire de considerer le 
regime d’ecoulement. Considerons a titre d’exemple l’ecoulment d’un fluide dans une conduite : 

En regime laminaire , l’ecoulement s’effectue par couches pratiquement independantes. : 




Entre deux filets fluides adjacents les echanges de chaleur s’effectuent done : 

Par conduction uniquement si Eon considere une direction normale aux filets fluides. 

Par convection et conduction (negligeable) si Eon considere une direction non normale aux 
filets fluides. 

En regime turbulent , l’ecoulement n’est pas unidirectionnel : 




L’echange de chaleur dans la zone turbulente s’effectue par convection et conduction dans toutes les 
directions. On verifie que la conduction est generalement negligeable par rapport a la convection. 



4.2.2 Expression du flux de chaleur 

Analogic de Reynolds 



De meme qu’au niveau moleculaire on explique la viscosite des gaz par la transmission des quantites de 
mouvement des molecules lors des chocs intermoleculaires, on explique la transmission de la chaleur par la 
transmission d’energie cinetique lors de ces memes chocs. 

Cette liaison intime des phenomenes de viscosite et de transfert de chaleur conduisent a E analogic de 
Reynolds : dans un ecoulement fluide avec transfert de chaleur dans un tube, le profil des vitesses et le profil des 
temperatures sont lies par une relation de similitude : 














U = 0 



Yves Jannot 



71 




Transferts et echangeurs de chaleur 



Couches limites dynamiques et thermiques 

Quelque soit le regime d’ecoulement, il demeure une sous-couche laminaire (couche limite dynamique) dont 
l’epaisseur est d’autant plus reduite que le nombre de Reynolds est grand. L’epaisseur de cette couche limite 
varie en fonction de nombreux parametres : nature du fluide, temperature, rugosite de la paroi... 

L’analogie de Reynolds montre que le gradient thermique est particulierement important au voisinage de la 
paroi, c’est a dire dans la sous-couche laminaire. Quelque soit le regime d’ecoulement du fluide, on considere 
que la resistance thermique est entierement situee dans le film laminaire qui joue le role d’isolant thermique 
(couche limite thermique). 

Expression du flux de chaleur 



On considere que cette resistance thermique R est equivalente a celle que le flux de chaleur rencontrerait en 
conduction a travers une paroi dont 1’ epaisseur serait celle du film laminaire et qui possederait les memes 
caracteristiques thermiques que le fluide soit : 



X 

avec : e epaisseur du film laminaire 

X conductivity thermique du fluide 

Rigoureusement, le flux de chaleur par unite de surface s’ecrit alors : <|> = -^-(t -tJ ou Ti est la 

e 



temperature a la limite du film laminaire. 

Pour un regime thermique bien etabli, on peut considerer en premiere approximation que par suite des courants 
de convection la masse fluide au-dela du film laminaire est a une temperature constante et prendre comme loi de 
la densite de flux de chaleur la relation : 




(W.m 2 ) 



(4.2) 



Avec : : Temperature du fluide loin de la paroi (°C) 

qui correspond au modele de Prandtl represente ci-apres a titre d’exemple pour fecoulement d’un fluide dans 
une conduite : 




Too , qui est la temperature moyenne du fluide dans une section perpendiculaire a fecoulement dans le cas de la 
circulation d’un fluide dans une canalisation, depend du regime d’ecoulement. Dans le cas d’un echange paroi- 
fluide, on prendra pour T^ la temperature du fluide loin de la paroi. 

Loi de Newton. Valeur du coefficient de transfert 



Cette loi simple presente neanmoins une enorme difficulty dans son application puisque Ton ne connait pas 
1’ epaisseur e du film laminaire. C’est ce qui amene a definir un coefficient de transfert superficiel ou coefficient 
de transfert de chaleur par convection par : 




e 



(W m' 2 C' 1 ) (4.3) 



Quelque soit le type de convection (libre ou forcee) et quelque soit le regime d’ecoulement du fluide (laminaire 
ou turbulent), le flux de chaleur cp est donne par la relation dite loi de Newton : 
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cp = h S A0 



(W) 



(4.4) 



Le probleme majeur a resoudre avant le calcul du flux de chaleur consiste a determiner h qui depend d’un 
nombre important de parametres : caracteristiques du fluide, de l’ecoulement, de la temperature, de la forme de 
la surface d’echange,... 

On trouvera dans le tableau ci-apres l’ordre de grandeur du coefficient de transfert de chaleur par convection 
pour differentes configurations. 



Configuration 


h (Wm‘ 2 °C') 


Convection naturelle 




Dans un gaz 


2-10 


Dans un liquide 


100-1000 


Convection forcee 




Avec un gaz 


10-200 


Avec un liquide 


100-5000 


Ebullition de l’eau 




Dans un recipient 


2500-35000 


En ecoulement dans un tube 


5000-100000 


Condensation de l’eau sous 1 atm 




Sur une surface verticale 


1000-11000 


A l’exterieur de tubes horizontaux 


10000-25000 



4.2.3 Calcul du flux de chaleur en convection forcee 



L’ application de V analyse dimensionnelle montre que la relation liant le flux de chaleur transfere par 
convection aux variables dont il depend peut etre recherchee sous la forme d’une relation entre trois nombres 
adimensionnels : 



Nu = f (Re, Pr) 



(4.5) 



Definis par : 




Re = 



puD 

P 




Nombre de Nusselt 
Nombre de Reynolds 
Nombre de Prandtl 



Le calcul d’un flux de chaleur transmis par convection forcee s’effectue done de la maniere suivante : 

1. Calcul des nombres adimensionnels de Reynolds et de Prandtl. 

2. Suivant la valeur de Re et la configuration — » choix de la correlation. 

3. Calcul de Nu par application de cette correlation. 

4. Calcul de h = -L^i e tde cp = hs(T - T ). 

' V p oo / 



Pour la convection forcee, les principales correlations sont donnees en annexe A.4.1. 
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4.2.4 Calcul du flux de chaleur en convection naturelle 

Mecanisme de la convection naturelle 



Considerons un fluide au repos en contact avec une paroi plane a temperature T 0 . Si Ton porte la paroi a une 
temperature T = T 0 + AT, le fluide au contact de la paroi va s’echauffer par conduction et la masse du volume 
unite va passer de p 0 a p 0 - Ap : 



Fluide a T 0 , po 



Fluide a T 0 , po 





II sera done soumis a une force ascensionnelle f = - Ap g . Le principe fondamental de la dynamique permet 
d’evaluer Tacceleration du fluide : 



Pour un volume unite : m = p d’ou : Ap g = p y et y = g 

P 

En introduisant le coefficient de dilatation cubique (3 du fluide defini par 

y = P g AT 



p=T^p 

p AT 



il vient : 



P g AT est done le module de T acceleration produite par F expansion thermique due a la variation AT de la 
temperature T 0 . Ce mouvement du fluide induit par les differences de masse volumique resultantes des gradients 
de temperature va donner naissance aux courants de convection. 

Dans le cas d’un transfert de chaleur par convection naturelle le long d’une plaque plane, le coefficient de 
convection depend des caracteristiques du fluide : X, p, p, c p , P, g, de la paroi caracterisee par la longueur L, et 
de l’ecart de temperature A0 aux bornes du film ce que Ton peut traduire par une relation du type : 

= f (K P, F, c p , p, g, L, AT) 

Dans le systeme M, L, T, 0, Q, cette relation entre 8 grandeurs se reduit a une relation entre trois nombres 
adimensionnels : 



Nu = f(Gr, Pr) 



(4.6) 



Definis par : 

Nu = Nombre de Nusselt 

X 

Gr _ Pg^Tp L Nombre de Grashof 
F 2 

c p 

Pr = — - — Nombre de Prandtl 

X 



Signification physique du nombre de Grashof 

Lorsque la masse unite du fluide, soumise a Tacceleration p g AT subit une variation d’altitude L, la 
conservation de Penergie permet d’ecrire : 
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- = P g atl 



represente la variation d’energie cinetique et P g AT L la variation d’energie potentielle. 



On voit done que le nombre de Grashof peut se mettre sous la forme : 



Gr = 



u L p 
T 



II est done proportionnel au carre d’un nombre de Reynolds caracterisant l’ecoulement. En pratique, en 
convection naturelle, le courant qui prend naissance reste laminaire jusqu’a ce que le nombre de Grashof atteigne 
une valeur d’ environ 10 9 . 



Calcul du flux de chaleur en convection naturelle 



L’ application de T analyse dimensionnelle montre que la relation liant le flux de chaleur transfere par 
convection aux variables dont il depend peut etre recherchee sous la forme d’une relation entre trois nombres 
adimensionnels : Nu = f (Gr, Pr) definis par : 

h D 

Nu = Nombre de Nusselt 

X 

Gr = P ^ ^ P — — Nombre de Grashof 

P 2 

c n u 

Pr = — - — Nombre de Prandtl 

X 

Le calcul d’un flux de chaleur transmis par convection naturelle s’effectue done de la maniere suivante : 

1 . Calcul des nombres adimensionnels de Grashof et de Prandtl . 

2. Suivant la valeur de Gr et configuration -» choix de la correlation. 

3. Calcul de Nu par application de cette correlation. 

4. Calcul de h = -L^i e t de tp = h S (t - T ) 

' V p oo / 

Pour la convection naturelle, les principales correlations sont donnees en annexe A.4.2. 



4.3 Convection avec changement d’etat 

4.3.1 Condensation 

Phenomenes 



Les echanges de chaleur entre une vapeur se condensant sur une paroi et la paroi proprement dite sont lies aux 
types de condensation qui dependent essentiellement des interactions liquide-paroi. 

Si le liquide ne mouille pas la surface, il se forme alors en certains points des gouttelettes de liquide qui 
ruissellent le long de la paroi . Ce type de condensation ne peut s’ observer que si la paroi a une surface lisse et 
propre. Dans le cas d’une condensation en gouttes, le liquide qui ne forme pas un film continu sur la paroi offre 
une resistance thermique negligeable. 

Cependant, le type de condensation que Ton rencontre generalement dans la pratique est la condensation en 
film : la paroi est isolee de la vapeur par un film continu de liquide qui joue le role d’isolant thermique entre la 
paroi et la vapeur et fait chuter la valeur du coefficient de transfert de chaleur par convection h par rapport a la 
condensation en gouttes. 
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Valeur du coefficient h pour la condensation en film 

La theorie de Nusselt, etablie en 1916, relie analytiquement le coefficient de transfert h aux divers parametres 
physiques intervenant dans la condensation en film d’un fluide sur une paroi : 

Paroi verticale 



Hypotheses : 

Ecoulement laminaire du film. 

Temperature de paroi constante. 

Gradient de temperature constant dans le film. 
Grand rayon de courbure du film de condensat. 




On notera T g la temperature de saturation (rosee) de la vapeur et T p (<T g ) la temperature maintenue constante 
de la paroi verticale. 

Les forces s’exe^ant sur le systeme constitue du liquide d’epaisseur dx compris entre y et 5 et de longueur 
unite suivant Oz (surface grise) sont : 

La force de pesanteur : g (8 - y) dx 

La force due a la vapeur d’eau deplacee : p v g (8 - y) dx 

La force de frottement visqueux : — dx (hypothese du fluide newtonien) 

dy 



Le bilan des forces s’ecrit : 



Pi g(8-y)dx = H[ — dx + p v 
dy 



(§ - y) dx 



En integrant entre y = 0 et y = 5 avec la condition limite u = 0 en x = 0, on obtient : 



(pl-Pv)g 

Pi 



f 

5 

v 




\ 



/ 



Le debit massique de liquide condense a une hauteur x (par unite de longueur suivant Oz) est donne par : 

(pl-pv)gS 3 



m = 



8 

f 


(Pl-Pv)g 


( i V 


J P 


5 — y 


J 

0 


El 


\ 2 ) 



dy = ■ 



3pi 



Le flux de chaleur cede par le condensat a la paroi sur la hauteur dx s’ecrit : 
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cp x = -X dx 






vdyjy=0 



T -T 
= Xdx^ - 



Entre les hauteurs x et x + dx, l’epaisseur du film de liquide passe de 8 a 5 + d5 du fait de la condensation sur 
la hauteur dx. La quantite de vapeur condensee entre x et x + dx s’ecrit : 



d 


(pi-Pv)g5 3 


, d 

dx = — 


(pl-py)gS 3 


dx 


3 Pi 


d5 


3 Pl 



dS d:: (Pi~Pv)g §2dS 



dx 



El 



Le flux de chaleur cede par le condensat a la paroi doit etre egal a la chaleur latente de condensation liberee 
par la quantite de vapeur calculee ci-dessus soit : 



(pi -Pv)gS 2 d8 



AH = X I dx ■ 



T„ — T„ 



Pi 



L’ integration de cette equation avec la condition limite 5 = 0 en x = 0 conduit a : 

l 

1 4 



8 = 



4piA,ix(Tg-T p ) 

g AHp, (pj -p v ) 



Le coefficient de transfert de chaleur local (en x) par convection verifie : h x dx (T g - T p J= -X { dx — 

D’ou : h =L 

x 8 



Soit : h x 



gAHp! (p, -p v )?i 3 4 

4pi x(T g -T p ) 



Le coefficient de transfert moyen s’obtient en integrant le coefficient local sur la hauteur L de la surface 
condensante : 

L 



b— !■/ 

L J 



h Y dx 



o 



Soit finalement : 



h - 


C P] 2 g AH "j 




v 3 


v Lp,AT y 



(W m" 2 °C _1 ) 



(4.7) 



Avec : 

AH : Chaleur latente de condensation (J kg" 1 ) 

AT : Difference entre la temperature de rosee de la vapeur et la temperature de la paroi (°C) 

L : Hauteur de la paroi (m) 

Condition de validite : Re < 2100 ou Re est defmi de la fagon suivante : 

Soient M : debit massique de condensat 

S : section de passage du film liquide 

Considerons par exemple le cas d’un tube vertical de grand diametre exterieur De. On defmit le diametre 
hydraulique D h du film par : 
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^ . section passage . S t , , _ p,uD h Pi u 4S 4M 

D h = 4 — = 4 dou Re = — — = = 

perimetre mouille 7iDe pj p^De pj n De 



La condition de validite s’ecrit done dans ce cas : 



4M 

Pj 71 De 



<2100 



Remarque : 



Les grandeurs physiques relatives au liquide sont evaluees a la temperature du film definie par la formule de 



Drew : T f 



3T + T 

P V 

4 



Tube horizontal 

Une valeur moyenne de h pour un tube horizontal peut etre calculee par : 



h h = 0,725 



VP, gAH 
De p, AT 






(W m' 2 °C' ) 



(4.8) 



Avec la condition de validite : 



Re = 



4M 

Pj 7i De 



<2100 



Comparaison entre tube horizontal et vertical 



Si Ton note L v la longueur du tube vertical et De h le diametre exterieur du tube horizontal, le rapport des deux 
expressions de h conduit a : 




0,769 



De 



h J 



D’ou h h > h v si L v > 2,86 De h ce qui est pratiquement toujours le cas. Dans les memes conditions de 
temperature, le coefficient de transfert est plus eleve sur un tube horizontal que sur un tube vertical. 

Dans le cas des condenseurs a faisceaux tubulaires, les tubes n’etant pas tous dans un meme plan horizontal, le 
liquide tombant d’un tube va « epaissir » le film qui existe sur le tube situe en-dessous de lui de sorte que le 
coefficient de transfert de chaleur h est moins eleve sur les tubes inferieurs. 

En tenant compte du recyclage du condensat sur les tubes inferieurs, Nusselt a propose la relation suivante 
pour calculer la valeur moyenne de h pour un ensemble de N tubes situes dans un meme plan vertical : 



h b = 0,725 



VP, gAH 
NDepj AT 






(W in' 2 °C' 1 ) 



(4.9) 



L’ experience a montre que cette formule theorique donne des valeurs de h inferieures a celles determinees 
experimentalement et qu’il convient de multiplier la valeur de h donne par la formule (4.9) par un facteur 
correctif selon la formule suivante : 



h - h 


c AT " 

i i o D p 




h corrige h 


ah 





(W m' 2 °C‘) 



(4.10) 
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4.3.2 Ebullition 

Formation des bulles 



Diagramme general d ’equilibre liquide-vapeur 



Prg(T) 



Ps (T) 



Prb (T) 




rb 



(T) = P S (T)- 



2 a 



done si r b — » 0 alors p rb 



done une bulle ne pourrait theoriquement pas 



prendre naissance dans un liquide qui est un milieu continu. On suppose que sur les parois chauffees sur 
lesquelles se produit 1’ ebullition se trouvent des discontinuity (petites cavites contenant de Fair) qui servent de 
“germes” favorisant la naissance des bulles. Ces points privileges sont appeles “sites” et leur nombre croit avec 
la difference T p - T s (p) entre la temperature de la surface chauffee et la temperature de saturation du liquide sous 
la pression p. 

Les differents regimes d’ ebullition 



Les variations du coefficient de transfert de chaleur h en fonction de l’ecart de temperature T p - T s (p) 
presentent la meme allure pour un grand nombre de liquides, elles sont representees par le Graphe de Nukiyama : 
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Zone AB 



Bien que T P > T s (p), il n’y a pas encore naissance de bulles. L’echange paroi-liquide s’effectue par convection 
naturelle et obeit a la loi de Newton : cp = h S ^T p - J , h se calculant par les correlations concemant la 

convection naturelle (cf. annexe A.4.2) Une evaporation se produit sur la surface plane et libre du liquide en 
contact avec l’air. 

Zone BC 



Les bulles montent en colonne a partir de points isoles de la paroi : les « sites » avec une frequence de l’ordre 
de 100 par seconde. Ensuite les bulles deviennent de plus en plus nombreuses et isolent presque totalement la 
paroi par une couche de vapeur presque continue. L’evacuation de la chaleur s’effectue principalement sous 
forme de chaleur latente de vaporisation. C’est la zone d’ ebullition nucleee . 

La densite de flux de chaleur ® transferee dans cette zone peut etre calculee par la formule de Rosenhow qui 
s’ecrit : 



C ' AT -c 




g 


0,33 


AH (Pr, ) s 


Pi AH \ 


g(pl-Pv)_ 



Ou : Ci 

AT 
AH 
Pri 
a 
g 
Pi 
Pv 
C 
s 



Capacite thermique du liquide 
Ecart de temperature T p - T s (p) 

Chaleur latente de vaporisation 

Nombre de Prandtl du liquide a saturation 

Tension superficielle (valeur pour Teau dans le tableau 5.1) 

Acceleration de la pesanteur 
Masse volumique du liquide 
Masse volumique de la vapeur 

Constante determinee experimentalement (cf. valeurs dans le tableau 5.2) 
s = 1 pour l’eau, 1,7 pour les autres liquides 



Temperature 

saturation 


Tension 

superficielle 


°C 


10' 3 N.m' 1 


0 


75,6 


15,6 


73,3 


37,8 


69,8 


60 


66,0 


93,3 


60,1 


100 


58,8 


160 


46,1 


226,7 


32,0 


293,3 


16,2 


360 


1,46 


374,1 


0 



Tableau 51: Valeur de la tension superficielle pour Teau 



Configuration 


c 






Eau-Cuivre 


0,013 


Benzenze-Chrome 


0,010 


Eau-Platine 


0,013 


Alcool ethylique-Chrome 


0,027 


Eau-Laiton 


0,006 


n-Pentane-Chrome 


0,015 


Eau-Cuivre poli a l’emeri 


0,0128 


n-Pentane-Cuivre poli a l’emeri 


0,0154 


Eau-Acier inox poli 


0,0080 


n-Pentane-Nickel poli a l’emeri 


0,0127 


Tetrachlorure de carbone-Cuivre 


0,013 


Alcool isopropylique-Cuivre 


0,00225 


Tetrachlorure de carbone-Cuivre poli 


0,007 


Acool n-Butyl-Cuivre 


0,00305 



Tableau 52: Valeurs de la constante C pour diverses configurations fluide/surface chauffante 
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Point C 



La couche de vapeur isole totalement la paroi du liquide et la chaleur ne peut plus se transmettre que par 
l’intermediaire de la vapeur de tres faible conductivity thermique. L’ augmentation brutale de la resistance 
thermique va provoquer une brusque augmentation de la temperature de la paroi chauffante jusqu’a un niveau 
qui va permettre d’evacuer le flux fourni a la paroi a la fois par conduction-convection et par rayonnement. On 
passe ainsi brusquement du point C au point D dont la temperature depasse largement 1000°C, on a fusion de la 
paroi dans la plupart des cas, c’est pourquoi le point C est appele point de bum-out . 

La determination du point de burn-out est capitale dans V etude de V ebullition pour d’evidentes raisons de 
securite. La correlation la plus utilisee pour determiner cette densite de flux de burn-out est celle de Zuber : 




(W m" 2 ) 



(4.12) 



Zone CD 



Zone instable. 
Zone DE 



Zone d’ ebullition pelliculaire dans laquelle le transfert de chaleur de la paroi vers le liquide s’effectue par 
conduction et par rayonnement a travers la couche continue de vapeur. Les coefficients de transfert de chaleur 
peuvent se calculer par : 



Conduction (Bromley) : 


h c = 0,62 


V Pv(Pl-Pv)g( AH + 0 > 4 V AT ) 


1 

4 






d|a v AT 













Rayonnement : 



a c 

h - 


(T p 4 -T sat 4 ) 


n r - 


r _ t 

p sat 



(4.14) 



Global : 





h cl 


1 

3 


c. 

43 

II 

43 


— 


+ h r 




1 h ) 





(4.15) 



Interet du transfert de chaleur par ebullition 

Outre dans les generateurs de vapeur d’eau largement utilises dans les industries agro-alimentaires et textiles, 
ce type de transfert est utilise pour L extraction de tres importantes puissances calorifiques a partir de surfaces 
tres reduites : refroidissement de coeurs de reacteurs nucleaires, de moteurs de fusee,...du fait des coefficients de 
transfert eleves obtenus de l’ordre de 100 000 W m" 2 °C _1 . 
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5 LES ECHANGEURS DE CHALEUR 

5.1 Les echangeurs tubulaires simples 

5.1.1 Generalites. Definitions 

5. 1. 1. 1 Description 

Un echangeur de chaleur est un systeme qui permet de transferer un flux de chaleur d’un fluide chaud a un 
fluide froid a travers une paroi sans contact direct entre les deux fluides. 

Exemples : radiateur d’ automobile, evaporateur de climatiseur ... 

Un echangeur tubulaire simple est constitue de deux tubes cylindriques coaxiaux. Un fluide (generalement le 
chaud) circule dans le tube interieur, l’autre dans l’espace compris entre les deux tubes. Le transfert de chaleur 
du fluide chaud au fluide froid s’effectue a travers la paroi que constitue le tube interieur : 



Lluide froid ► 

Fluide chaud ► 


jljljljljljljljljljljljlM 


— Isolant thermique 




J Surface S 2 i 


k \ h 2 




U 








r 2 


(' i 

Surface Si 1 


[ i 


ri 


o 1 


[ L 1 





5.1. 1.2 Hypotheses 

Dans les calculs qui suivent, nous avons retenu les hypotheses suivantes : 

Pas de pertes thermiques : la surface de separation est la seule surface d’echange. 
Pas de changement de phase au cours du transfert. 



5. 1. 1.3 Conventions 

Le fluide chaud entre dans T echangeur a la temperature T le et en sort a T ls , le fluide froid entre a T 2e et sort a 

T 2s - 

Deux modes de fonctionnement sont realisables : 

Co- courant Contre - courant 



T 2e * 


T 2 


> AT 


— ► T 2s 


t 2s 


t 2 


^ AT 


T le 


T i 




* T, s 


Tie * 


T, 





5.1.2 Expression du flux echange 

5. 1.2. 1 Coefficient giobai de transfert 

Un premiere expression du flux de chaleur transfere dans un echangeur peut etre determinee en ecrivant qu’il 
est egal au flux de chaleur perdu par le fluide chaud et au flux de chaleur gagne par le fluide froid pendant leur 
traversee de P echangeur : 
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cp = mi c 



pi 






T le) = 



m 2 C p2 



(T 2e - T 2s) 



Les produits q cl = m l c pi et q c2 = m 2 c p2 sont appeles les debits calorifiques des deux fluides. 
Le flux de chaleur peut done finalement s’ecrire : 



(^l e T ls) ^c2 2s ^2e) 



(W) 



(5.1) 



Par ailleurs, le flux de chaleur cp transmis d’un fluide 1 a un fluide 2 a travers la paroi d’un tube cylindrique 
s’ecrit : 



9 - ' 



In 



AT 

7 \ 

r 2 



v r i y 



27ih 1 r T L 271 X L 



271 h 2 r 2 L 



Dans les echangeurs de chaleur, on choisit de rapporter le flux de chaleur echange a la surface S 2 = 2 jc r 2 L, 
soit d’ecrire : cp = h S 2 A0 . Le coefficient global de transfert h d’un echangeur de chaleur s’ecrit done : 




(W m 2 “C' 1 ) 



(5.2) 



R en est une resistance thermique due a l’encrassement des surfaces d’echange dont il faut tenir compte apres 
quelques mois de fonctionnement (entartrage, depots, corrosion...). 

On trouvera dans le tableau ci-dessous les ordres de grandeur de h pour des echangeurs tubulaires en verre et 
metallique. 



Ordres de grandeur du coefficient global de transfert h de divers types d’ echangeurs 





Coefficient global de transfert 
h (W m' 2 °C'') 


Liquide-liquide 


100-2000 


Liquide-gaz 


30-300 


Condenseur 


500-5000 



5 . 1.2.2 Cas ou h est constant 

Fonctionnement a co-courant 



Nous allons etablir la relation liant le flux de chaleur transmis dans 1’ echangeur au coefficient global de 
transfert h et a la surface exterieure S 2 d’echange. Cette relation est fondamentale car elle permet de 
dimensionner un echangeur, e’est a dire de calculer la surface d’echange necessaire pour transferer un flux 
impose. 

Pour cela, effectuons un bilan thermique de la partie d’ echangeur comprise entre les distance x et x + dx de 
1’ entree de 1’ echangeur : 
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Le bilan thermique consiste a ecrire que le flux de chaleur perdu par le fluide chaud lors de son passage entre 
les plans d’abscisse x et x + dx est passe integralement a travers la paroi de separation des deux fluides soit : 



L’ equation du bilan thermique s’ecrit : 



-q cl dT = hdS 2 (Tj — T 2 ) 




hdS 2 



0i depend de 0 2 done avant d’integrer il faut etablir la relation liant ces deux grandeurs. Pour cela, on effectue 
le bilan thermique de l’echangeur entre l’entree de l’echangeur et l’abscisse x en ecrivant que le flux de chaleur 
perdu par le fluide chaud a ete integralement recupere par le fluide froid soit : 

0cl ( T le - T 1 ) - 002 ( T 2 - T 2e ) * ™ T 2 = T 2e + ~ ( T le " T 1 ) 

0c2 



Nous pouvons alors ecrire en integrant sur la surface totale d’echange S 2 : 



J^-= 1 



dT, 



dT, 



0 0C1 



T le T --^£L 

7 V"le N, 

002 



( T le- T l)- T 2e 



1 + - 



0o2 



T l- 



0o2 



+ T, 



2e 



hS 7 

d’ou : 



1 + 






-In 



1 + - 



Ic2 J 



^02 



- T + T 

i le ^ i 2e 



lc2 



soit : 
hS n 



lei 



1 + 



r r 


7 „ "i 


f 


In 


i+ qcl 


Tt - 
Is 


[ i 


.1 002 J 


V 



V H C 2 



T t +T 7 

le 2e 



-In 



1 + 



T t - 

le 



lc2 J 



T, + T\ 



le 1 2e 

V H C 2 J 



1c2 



Tie " T 2e 






L’ecriture du bilan thermique global entre 1’ entree et la sortie de l’echangeur : 

= q c l (Tie _ T J= ^c2 (Ts “ Te ) 

permet d’ ecrire : ^ cl T le + T 2e = ^ cl T ls + T 2s 

Q C 2 q C 2 



En reportant dans 1’ equation integree, il vient : 



hS„ 



■In 



1 + 



' T ls ~T 2s ^ 

V Te “ Te J 



lc2 
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Nous pouvons egalement exprimer 



1 + 



q c i 

q C 2 



en fonction des temperatures des fluides : 



T. - T 1 

le Is 



1 + ^ cl 1 + ^ 2s ^ 2e T le T ls + T ls T 2 e 



lc2 



d’ou la relation : 



T. - T. 

le Is 



hS, 



T, -T, 

le Is 



■In 



q c l ^le T ls + ^2s ^2e 



' T ls- T 2s ' 
V T le “ T 2e J 



Ti e - T 2 e qui represente Tecart de temperature entre le fluide chaud et le fluide froid a Tentree de Techangeur 
peut etre note : AT e = T le - T 2e , on ecrira de meme a la sortie de Techangeur : AT S = T ls - T 2s . 



L’ expression precedente peut alors se mettre sous la forme : q cl (T ]s - T ls ) = h S 



AT -AT 



In 



^ AT ^ 



v AT ey 



Le premier membre de cette equation represente le flux de chaleur total cp transfere dans Techangeur et le 



rapport : 



AT s - AT e 

f AT A 



In 



V AT ey 



est la moyenne logarithmique (MLDT) de la fonction AT entre Tentree et la sortie de Techangeur. 
Le flux de chaleur echange se met done fmalement sous la forme : 



cp = hS 9 AT 

Y 2 m 



Avec : 



AT - AT i 

AT— s e 


m “ 

In 


AT s ] 




AT 

V e y 



La distribution des temperatures des fluides le long de Techangeur presente T allure suivante : 



(W) 


(5.3) 


(°C) 


(5.4) 


T allure suivante : 






Remarques : 

En aucun cas on ne peut avoir T 2s > T ls car a partir de Tabscisse ou les deux fluides seraient a la 
meme temperature il n’y aurait plus d’ echange de chaleur possible. 
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Les deux fluides voient leurs temperature se rapprocher d’une temperature limite Ti im , cette 
temperature est telle que : 



T 

1 lim 



q c l ^le + °lc2 ^2e 
^01 +( lc2 



(°C) 



(5.5) 



Fonctionnement a contre-courant 

On montre que la relation (5.3) s’applique aussi bien a un echange a contre-courant qu’a un echange a co- 
courant, mais les expressions de AT S et de AT e ne sont pas identiques dans les deux cas : 



Co-courant Contre-courant 



AT 


= T. 


-T 


AT 


= T t 


- T 






s 


Is 


2s 


s 


Is 


2e 


(°C) 


(5-6) 


AT 

e 


= T. 

le 


- T 0 

2e 


AT 

e 


= T. 

le 


- T 0 

2s 







La distribution des temperatures dans un echangeur a contre-courant presente l’une des allures suivantes : 





q c i < q C 2 : On dit que le fluide chaud commande le transfert .Si L — » oo alors Ti s ^ T 2e et T 2s ^ Ti e 
q c i > q C 2 • On dit que le fluide froid commande le transfert. Si L — » oo alors T 2s -^Ti e et Ti s ^T 2e 



Remarque : 

Dans un fonctionnement a contre-courant il est possible d’obtenir T 2s > Ti s 
II est par contre impossible d’obtenir T 2s >T le ou T le < T 2s . 



Comparaison des deux modes de fonctionnement 



Dans un echangeur tubulaire simple, le flux de chaleur transfere est toujours plus eleve avec un fonctionnement 
a contre-courant car AT m est plus eleve. 



Exemple : T le = 300°C T ls = 200°C 

T 2e = 20°C T 2s = 100°C 



co-courant : 



>rT , (300 -20) -(200 -100) 

AT_. = - = 174,8 °C 



In 



/ 300-20 ' 



200-100 
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contre-courant : 



AT_ ■ (300-100) — (*»-*>) ., 89|8 , c 



In 



^ 300 - 100 ^ 



200 - 20 



A chaque fois que cela sera possible on choisira done un fonctionnement a contre-courant. 

Plus generalement, un echangeur de chaleur de configuration quelconque aura des performances toujours 
superieures a celles de T echangeur tubulaire simple en co-courant et inferieures a celles d’un echangeur tubulaire 
simple en contre-courant. 



5. 1.2.3 Cas ou h n’est pas constant 

On utilise dans ce cas la methode de Colburn qui fait l’hypothese que le coefficient global de transfert h varie 
lineairement en fonction de AT : h = a + b T. 

Nous pouvons ecrire : 

A l’entre de V echangeur : h e = a + b AT e 
A la sortie de V echangeur : h s = a + b AT S 



h - h h - h 

Les coefficients a et b s’expriment par : a = — et b = h„ — AT q 



AT -AT 

e s 



AT -AT 

e s 



Le bilan thermique de L echangeur entre les abscisses x et x + dx s’ecrit toujours : 



- q cl dT t = h dS 2 (Ij - T 2 ) soit 



dT, 



hdS„ 



T -T 
1 1 1 2 



> dT. 

Le calcul de J — apres avoir exprime h et T 2 en fonction de Tj conduit au resultat final suivant : 



h(T,-T 2 ) 



h AT -h AT 1 

_ e s s e q I 


v - 

In 


h e AT s 1 


2 


h . 4T . J 



(W) 



(5.7) 



Remarque : Dans le cas ou h ne varie pas lineairement sur tout T echangeur, on decoupera celui-ci en autant de 
morceaux sur lesquels on pourra faire l’hypothese d’une variation lineaire de h. 



5.1.3 Efficacite d’un echangeur 

5 . 1.3. 1 Definition et caicui 

On defmit f efficacite d’un echangeur comme le rapport du flux de chaleur effectivement transfere dans 
l’echangeur au flux de chaleur maximal qui serait transfere dans les memes conditions de temperatures d’entree 
des deux fluides dans un echangeur tubulaire de longueur infinie fonctionnant a contre-courant : 



P - 



9 

^Pmax 



(5.8) 



Cas ou q n < q r ) , le fluide chaud commande le transfert : 

Si L — » oo alors T ls -> T 2e d’ou : cp max = q cl (T le - T 2e ) et <p = q cl (T le - T |s ) 
On defmit alors une efficacite de refroidissement : 
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Cas ou , le fluide froid commande le transfert : 

Si L -» oo alors T 2s -> T le d’ou : cp max = q c2 (T le - T 2e ) et cp = q c2 (T 2s - T 2e ) 
On deflnit alors une efficacite de chauffage : 




( 5 . 9 ) 



( 5 . 10 ) 



5. 1.3.2 Signification du rendement 

Lorsque le but recherche par 1’ installation d’un echangeur est de recuperer de la chaleur, la notion de 
rendement prend toute sa justification du point de vue economique. Considerons l’exemple le plus simple d’un 
echangeur fonctionnant a co-courant destine a recuperer de la chaleur. Appelons P le prix en F du metre carre 
d’ echangeur (suppose constant) et C le gain en F par W recupere sur le fluide chaud. 

Le gain total engendre par F echangeur est : G = C . cp = C q ci (0i e - 0i s ) 

Le cout de F echangeur est : D = S . P ou S est la surface d’echange en m 2 . 

Ce qui peut etre represente graphiquement de la maniere suivante : 




On en deduit Failure de la representation graphique du benefice B = G - D engendre par F installation 
de F echangeur : 




On constate que le benefice atteint un maximum pour une certaine valeur S e de la surface d’echange. 
L’ augmentation de la surface d’echange au-dela de S e permet d’augmenter le rendement mais a un effet inverse 
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sur le benefice. II existe done une limite economique S e pour la surface d’echange de ce type d’ echangeur de 
chaleur. 



5.1.4 Nombre d’unites de transfert 

5. 1.4. 1 Definition 



hS 



On appelle nombre d’unite de transfert note NUT le rapport adimensionnel qui est aussi egal a 

q c 



T, -T, 

le 2e_ 

AT 



pour le fluide chaud dans le cas d’un echangeur tubulaire simple : 



NUTj = ■ 



le 2e 

AT 



( 5 . 11 ) 



Le NUT est representatif du pouvoir d’echange de T echangeur. Nous allons montrer dans ce qui suit qu’il est 
lie a l’efficacite de T echangeur et que son utilisation permet de simplifier les calculs de dimensionnement des 
echangeurs. 

5.1. 4.2 Relation entre NUT et efficacite 



Considerons le cas d’un echangeur tubulaire simple fonctionnant a contre-courant et supposons que le fluide 



chaud commande le transfert : q c i < q c2 done r| r = ■ 

Posons z = — — < 1 et AT max = Ti e - T 2e 

Tc2 

hS„ 



Ne Ns 

T - T 

1 le 1 2e 



NUTj = - 



T. - T. 

le ls_ 

AT -AT 



Exprimons AT e et AT S en fonction de AT max et r| r , nous pouvons ecrire : 

AT s = T ls - T 2e = T ls - T le + T le “ T 2e = “ 'Hr AT max + AT max = AT max ~ ) 

AT e = T le - T 2s = T le “ T 2e + T 2e “ T 2s = AT ma x ~ Z Te -T ls )= A T max 

Nous en deduisons l’expression du NUTi en fonction de AT max et de r| r : 

NUTj = - 



AT max b r 


In 


AT ( 


1 “Ur ) 


- 1 In 


( 1 

l-zq r 


AT maX (l-^l r )- AT maX (< 




at (: 

L max V 


l-zpj 


1 - z 


l l ~\ J 



En reprenant ce calcul dans le cas ou le fluide froid commande le transfert puis pour un fonctionnement a 
contre-courant nous obtenons les relations generates suivantes : 



Co-courant 



NUT max = 



-ln[l-(l + z)n] 



1 + Z 

l-exp [- NUT max (l + z)] 
1 + z 



Contre-courant 



NUT rn „ v =■ 



z - 1 



-In 



S-l " 

ZT| — 1 



( 5 . 12 ) 



1 ~ exp [- NUT max (l — z)] 
1 - z exp [- NUT max (l - z)] 
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Avec : NUT max = -UL et z = 

9 cm in Tcmax 

Cas particuliers : 

Pour tous les types d’ echangeurs : q = 1 - exp(- NUT max ) et NUT max =-ln(l-ri) si z = 0. 

NUT ti 

Pour P echangeur a contre-courant : q = — — et NUT max = si z = 1. 

NUT +1 X 1-q 

max 1 

L’utilisation de ces formules a permis d’etablir les abaques presentees en annexe A.5.1. 



5.1.5 Calcul d’un echangeur 

5. 1.5. 1 Temperatures de sorties connues 

Le coefficient global de transfert h ayant ete calcule, on connait : q cl , q c2 , T le , T ls , T 2e et T 2s . On peut utiliser 
l’une des deux methodes suivantes pour calculer S 2 : 

Methode MLDT : 



On calcule cp = q cl (T le -T ls ) = q c2 (T 2s -T 2e ) 
AT - AT 



On calcule AT = - 



Onendeduit S 2 =■ 



In 

9 



'at ' 



v at , 

V e J 



h AT 



Methode du NUT : 



On calcule q et Z = — ^ L 

^Icmax 

On determine NUT max par utilisation des formules (5.12) ou des abaques 
On en deduit S 2 = NUT max 



5. 1.5.2 Temperatures de sortie inconnues 

Le coefficient global de transfert h ayant ete calcule, on connait : q c i, q c2 , Ti e , T 2e et S. On peut utiliser Pune 
des deux methodes suivantes pour calculer Ti s et T 2s : 

Methode MLDT : 

Son application necessite la resolution (complexe) par des methodes numeriques du systeme de deux 
equations : 

q (T -T, ) = h S AT 

n cl V el Is / m 



le T ls) ^c2 (^2s ^2e) 



Methode du NUT : 



On calcule NUT mQY = 



hS 



et z = - 



Tcmin T cmax 

On determine q par utilisation des formules (5.12) ou des abaques. Dans l’expression de q ne 
figure qu’une seule temperature inconnue T ls ou T 2s que P on calcule. 

On determine la deuxieme temperature inconnue par le bilan thermique global de P echangeur : 
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q c l (^le T J °lc2 (^2s ^2e) 

Remarque : La methode du NUT qui s’ applique directement sans avoir recours a des methodes numeriques 
complexes est a preferer dans ce cas de figure. 

5.2 Les echangeurs a faisceaux complexes 

5.2.1 Generates 

Nous avons jusqu’alors etudie le modele le plus simple d’echangeur que Ton puisse concevoir a savoir 
1’ echangeur tubulaire simple. II est toutefois difficile avec ce type d’echangeur d’obtenir des surfaces d’echange 
importantes sans aboutir a des appareils tres encombrants. C’est l’une des raisons qui a conduit a developper 
d’autres geometries d’echanges. 

5.2.2 Echangeur 1-2 

C’est T echangeur a faisceau le plus simple : le fluide circulant dans l’enveloppe effectue un seul passage tandis 
que le fluide circulant dans le tube effectue 2 (ou 2n) passages : 

1 passage en enveloppe 



2 passages en tube 



Une passe en tube s’ effectue a co-courant avec l’ecoulement en calandre tandis que 1’ autre s’ effectue a contre- 
courant. L’ecoulement co-courant est moins efficace que l’ecoulement a contre-courant, 1’ echangeur 1-2 a done 
une efficacite comprise entre celle d’un echangeur tubulaire fonctionnant a co-courant et celle d’un echangeur 
tubulaire fonctionnant a contre-courant. 

Comme pour 1’ echangeur tubulaire simple, il existe une relation reliant le nombre d’unites de transfert 
maximal NUT max et T efficacite r| de 1’ echangeur : 



(5.13) 



On trouvera egalement en annexe A.5.1 les abaques etablies a partir de cette relation. Le calcul d’un echangeur 
1-2 s’ effectue en appliquant la methode du NUT telle qu’elle a ete decrite pour les echangeurs tubulaires 
simples. 



5.2.3 Echangeur 2-4 

Lorsque l’echangeur 1-2 ne permet pas d’obtenir une efficacite superieure a 0,75, on cherche a se rapprocher 
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davantage de T echangeur a contre-courant en effectuant 2 (ou plus) passages en calandre. L’echangeur 2-4 
comporte une chicane longitudinale de sorte que le fluide en enveloppe effectue 2 passages. Le fluide dans le 
tube effectue 4 (ou 4n) passages : 



2 passages en enveloppe 




Comme pour T echangeur tubulaire simple, il existe une relation reliant le nombre d’unites de transfert 
maximal NUT max et l’efficacite r\ de T echangeur a partir de laquelle on a pu etablir l’abaque r| = f (NUT max , z) 
que Ton trouvera en annexe A.5.1. 

Le calcul d’un echangeur 2-4 s’ effectue en appliquant la methode du NUT telle qu’elle a ete decrite pour les 
echangeurs tubulaires simples. 



5.2.4 Echangeur a courants croises 

Les deux fluides s’ecoulent perpendiculairement Tun a l’autre. Un fluide est dit non brasse s’il s’ecoule dans 
une veine divisee en plusieurs canaux paralleles distincts et de faible section, il est dit brasse dans le cas 
contraire. Le brassage a pour effet d’homogeneiser les temperatures dans la section droite de la veine. Les 
echangeurs a courants croises sont surtout utilises pour des echangeurs entre un gaz circulant en calandre et un 
liquide circulant dans les tubes : 



Liquide 





Comme pour T echangeur tubulaire simple, il existe une relation reliant le nombre d’unites de transfert 
maximal NUT max et l’efficacite r| de T echangeur : 



Deux fluides non brasses : 



r| = 1 — exp 


'exp(-z NUT^ 8 )-l" 




z NUT ~ 0,22 






L max J 





(5.14) 
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Deux fluides brasses : 

i-l 

1 z 1 

1 - exp (- NUT max ) + 1 - exp (- NUT max z) NUT max _ ( 5 . 15 ) 

NUT max = -In 1 + - ln(l -r, z) 

L z ■ j 

Un fluide non brasse : 

Fluide commandant le transfert (q c min ) non brasse : 

(5.16) 

Fluide commandant le transfert (q c min ) brasse : 

(5.17) 

Le calcul d’un echangeur a courants croises s’effectue en appliquant la methode du NUT telle qu’elle a ete 
decrite pour les echangeurs tubulaires simples. On trouvera en annexe A.5.1 des abaques representant ces 
differentes formules. 






5.2.5 Echangeur a plaques 

II est constitue par un empilage de plaques ecartees les unes des autres par des entretoises pour former un 
ensemble de conduits plats. Un fluide circule dans les conduits pairs, l’autre dans les conduits impairs selon le 
schema ci-dessous : 




94 




Les echangeurs a faisceaux complexes 



L’epaisseur des plaques est de 1 a 1,5 mm pour le verre et de l’ordre de 0,5 mm pour les metaux (aluminium, 
acier inox), l’ecartement varie entre 5 et 10 mm. Ces echangeurs permettent d’obtenir un ratio 
surface d’echange / volume tres eleve, ils sont utilises pour des echanges entre deux fluides de meme nature : 
gaz/gaz ou liquide/liquide. 

La longueur caracteristique utilisee pour le calcul de Re et de Pr est egale a deux fois fecartement entre les 
plaques. 



5.2.6 Echangeurs frigorifiques 

Une installation frigorifique comporte au moins deux echangeurs de chaleur : 

Un condenseur dont le but est d’ assurer le transfert de chaleur du fluide frigorigene au milieu 
exterieur 

Un evaporateur dont le role est d’ assurer le transfert de chaleur du milieu a refroidir au fluide 
frigorigene. 

Ces deux echangeurs se caracterisent par un ecoulement diphasique du fluide frigorigene. 

5 . 2 . 6. 1 Condenseurs 

Dans un condenseur, la phase liquide du fluide frigorigene apparait des que la temperature de la surface de 
refroidissement devient inferieure a la temperature de saturation du fluide frigorigene sous la pression de 
condensation. Ceci se produit a une distance tres faible de 1’ entree du condenseur, pratiquement des le debut s’il 
s’agit d’un condenseur a eau. On peut ainsi observer, quasiment des l’entree de l’echangeur, la presence contre la 
paroi froide d’une mince couche de liquide sur la surface de laquelle un film de vapeur saturee se condense. 

On peut des lors considerer que la temperature du fluide frigorigene est constante et egale a la temperature de 
condensation. Si Ton admet que le coefficient global de transfert h est constant, le profil des temperatures a 
failure suivante : 




5 . 2 . 6. 2 Evaporateurs 

Noyes : 

Si la perte de charge due a la circulation du fluide frigorigene est negligeable, la temperature de ce fluide est 
constante tout au long de f evaporateur et egale a la temperature d’evaporation : 
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Comme dans ces echangeurs le titre de vapeur reste en de$a de 75%, le coefficient d’echange est relativement 
eleve et peut etre considere comme constant. La surface d’echange necessaire se calcule de la meme maniere que 
pour une autre type d’echangeur. 



A detente seche : 

Dans ce type d’echangeur, le fluide frigorigene circule a l’interieur des tubes. Du point de vue des transferts 
thermiques, deux points differencient ces evaporateurs des precedents : 

Pour eviter tout risque que du fluide liquide penetre dans le compresseur, les vapeurs sont 
legerement surchauffees ce qui entraine une variation de la temperature du fluide frigorigene dans 
la partie terminale de l’echangeur. 

Pour les titres de vapeur superieurs a 75%, le coefficient de transfert cote fluide frigorigene chute 
brutalement ce qui ne permet plus de considerer le coefficient global de transfert h comme constant. 

Pour dimensionner ces echangeurs, il faut les scinder en plusieurs parties telles que le coefficient global de 
transfert h soit constant ou varie lineairement sur chacune d’elles. 




On trouvera dans le tableau ci-apres l’ordre de grandeur des coefficients globaux d’echanges h dans divers 
types de condenseurs et d’ evaporateurs. 



Valeur du coefficient global d’echange pour divers types d’ echangeurs frigorifiques : 



Coefficient global d’echange h pour divers types de condenseurs (W m" 2 °C _1 ) 


Groupe 


Medium de 
condensation 


Type 


h 


A chaleur sensible 


Air 


Circulation naturelle 
Circulation forcee 


9 a 12 
24 a 30 


Eau 


Immersion 

Double tube et contre-courant 
Multitubulaires horizontaux 


240 a 300 
700 a 950 
700 a 1000 


A chaleur latente 


Evaporation forcee 


Tubes lisses 
Tubes a ailettes 


240 a 350 
120 a 180 
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Coefficient global d’echange pour divers types d’evaporateurs (W m" 2 °C _1 ) 




A serpentin 


70 a 95 




A immersion 


400 a 580 


Refroidisseurs de liquides 


Double tube et contre-courant 


580 a 820 




Plaques eutectiques (eau ou saumure) 


35 a 95 




Circulation d’air forcee : 






Tubes lisses 


35 a 47 




Tubes ailetes 


16 a 24 


Refroidisseurs de gaz 


Circulation d’air naturelle : 


18 a 24 
7 a 9 
6 a 8 




Tubes lisses 
Tubes ailetes 
Plaques eutectiques 
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6 METROLOGIE THERMIQUE 

6. 1 Methodes du plan chaud 

6.1.1 Principe de la mesure 



Thermocouple T 2 (t) 



Thermocouple T 0 (t) 




T 3 (t) 

T,(t) 

Resistance chauffante plane, largeur £ 



Figure 6. 1 : Schema du montage de la methode du plan chaud avec deux echantillons. 

On place une resistance chauffante plane de faible epaisseur entre deux echantillons du materiau a caracteriser. 
On applique un echelon de flux de chaleur constant (cp = cp 0 si t<t 0 et cp = 0 si t>t 0 ) a la resistance chauffante et 
on releve revolution de la temperature T 0 (t) au centre de cette meme resistance dans ou sur laquelle a ete place 
un thermocouple. On peut egalement relever la temperature T 2 (t) de la face non-chauffee d’un echantillon sur 
laquelle on aura fixe un thermocouple. Si les dimensions transversales de la resistance sont grandes devant 
T epaisseur de T echantillon, on peut considerer que le transfert de chaleur reste unidrectionnel au centre et le 
modeliser a Taide de la methode des quadripoles. On applique ensuite une methode d’ estimation de parametres 
pour calculer les valeurs de : 

L’effusivite thermique E = ^Xpc , et dans certains cas de la conductivity thermique X du materiau a 
caracteriser, 

La capacitance thermique (mc) s de T ensemble sonde + resistance chauffante, 

Les resistances de contact Rd a T interface sonde/echantillon et R c2 a T interface echantillorf materiau 
connu, 

qui minimisent Tecart entre les courbes T 0 (t) theoriques et experimentales. 



6.1.2 Moderation du plan chaud 

Modele complet bi-couche avec deux echantillons 

La modelisation du systeme a Taide du formalisme des quadripoles (cf. § 2.3.4) permet d’ecrire : 



1 

O o 
<X> 9- 

l 


= 


1 O' 

me 

P 1 


ri r 1 1 

cl 

1 


"A B" 
_C D 


1 

O H- 

1—1 o 
K) 

1 


- e 3 - 

_E; 


l_2pj 




_ 2 











Yves Jannot 



99 





Transferts et echangeurs de chaleur 



"A B" 




ch(q e) — - — sh(q e) 


C D 




^qS 

X q S ch(q e) ch(q e) 




avec : 0 O 
03 
Rci 
Rc 2 
m 
c 
E 
a 

P 

S 

cpo 



Transformee de Laplace de la difference T 0 (t) - T 0 (t=0) 

Transformee de Laplace de la difference T 3 (t) - T 3 (t=0) 

Resistance de contact a V interface resistance chauffante / materiau a caracteriser 

Resistance de contact a V interface echantillon / material! connu 

Masse thermocouple + resistance chauffante 

Capacite calorifique thermocouple + resistance chauffante 

Effusivite thermique du materiau a caracteriser 

Diffusivite thermique du materiau a caracteriser 

Variable de Laplace 

Surface de la resistance chauffante 

Puissance dissipee dans la resistance chauffante 
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et : 



q (p) = ^Q3 +B Q3 E j S-y/p 

2p C 03 +D 03 E; sVp 



( 6 . 1 ) 



On peut aussi ecrire le bilan entre la resistance chauffante et la face non chauffee a temperature T 2 (t) du 
materiau a caracteriser : 
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On en deduit la valeur de la transformee de Laplace de la temperature de la face non chauffee : 



e 2 (p) = D 02 0 o (p)-B o2 ^ 
P 



( 6 . 2 ) 



Modele simplifie avec echantillons semi-infinis 

Si la duree de la mesure est telle que Lon puisse faire l’hypothese du milieu semi-infmi pour le materiau a 
caracteriser, le bilan thermique se simplifie sous la forme : 
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Aux temps longs (p^O), cette expression devient : 
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(6.4) 



Le trace de T 0 (t) - T 0 (0) en fonction de Vt est done une droite de pente — dont la determination 

E S Jn 

permet de calculer l’effusivite thermique E. L’inertie de la sonde et la resistance de contact n’ influent pas sur la 
temperature aux temps longs. Pour appliquer cette methode d’estimation, il faut s’assurer que l’hypothese du 
milieu semi-infmi reste valable sur Eintervalle d’estimation choisi. 

Modele bi-couche avec un seul echantillon 



Thermocouple T 2 (t) 



Thermocouple T 0 (t) 



Materiau d’effusivite Ei connue 



Materiau a earacteriser 

i — 



Materiau d’effusivite Ei connue 



T 3 (t) 

Ti(t) 

Element chauffant 



Figure 6.2 : Schema du montage de la methode du plan chaud avec un echantillon. 
La modelisation du systeme a l’aide du formalisme des quadripoles permet d’ecrire : 
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Transformee de Laplace de la difference T 0 (t) - T 0 (t=0) 

Transformee de Laplace de la difference T 3 (t) - T 3 (t=0) 

Resistance de contact a 1’ interface resistance chauffante / materiau a caracteriser 

Resistance de contact a 1’ interface echantillon / materiau connu 

Resistance de contact a 1’ interface resistance chauffante / materiau connu 

Masse thermocouple + resistance chauffante 

Capacite calorifique thermocouple + resistance chauffante 

Effusivite thermique du materiau a caracteriser 

Diffusivite thermique du materiau a caracteriser 

Variable de Laplace 

Surface de la resistance chauffante 

Puissance dissipee dans la resistance chauffante 



La premiere relation matricielle peut aussi s’ecrire : 
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On en deduit : 




( 6 . 5 ) 



On peut aussi ecrire le bilan entre la resistance chauffante et la face non chauffee a temperature T 2 (t) du 
materiau a caracteriser : 
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en combinant avec la relation : 
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on en deduit la valeur de la transformee de Laplace de la temperature de la face non chauffee : 
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Modele simplifie avec un echantillon semi-infini 



Thermocouple T 0 (t) 



Materiau a caracteriser 



Materiau d’ effusivite Ei connue 



Ti(t) 

Element chauffant 



Figure 6.3 : Schema du montage de la methode du plan chaud avec un echantillon semi-infini. 
La transformee de Laplace 0 o (p) de la temperature T 0 (t) s’ecrit alors : 
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Transformee de Laplace de la difference T 0 (t) - T 0 (t=0) 

Resistance de contact a T interface resistance chauffante / materiau a caracteriser 

Resistance de contact a T interface resistance chauffante / materiau connu 

Masse thermocouple + resistance chauffante 

Capacite calorifique thermocouple + resistance chauffante 

Effusivite thermique du materiau a caracteriser 

Variable de Laplace 

Surface de la resistance chauffante 

Puissance dissipee dans la resistance chauffante 



6.1.3 Estimation des parametres 

Cas du monocouche 

On fait Thypothese d’un transfert unidirectionnel et que le materiau a caracteriser est un milieu semi-inifmi. 
L’hypothese du transfert unidirectionnel est valable pendant un temps ti donne par la formule (Jannot, 2004) : 



=- 



0,146 t 



Ou : a Effusivite du materiau 

i Largeur de la resistance chauffante. 

Cette formule est applicable dans le cas ou T echantillon est plus large que la resistance. 

Dans le cas ou V echantillon et la resistance possedent la meme surface, il faut tenir compte des pertes 
thermiques sur les faces laterales de T echantillon apres le temps ti. Ce temps ti devra dans ce cas etre 
suffisamment long pour permettre une estimation de T effusivite thermique. 

Une premiere valeur de Teffusivite E peut etre estimee en tra^ant la courbe experimentale T 0 (t) - T 0 (0) en 
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fonction de Vt . On observe qu’apres une periode initiale influencee par l’inertie de la sonde cette courbe est 
assimilable a une droite tout le temps que l’hypothese du milieu semi-infmi reste valable. D’apres ce qui precede 

cp 0 

la pente de cette droite est egale a — . II suffit done de determiner la pente a par regression lineaire sur un 

E S 4n 

intervalle de temps adapte (tel que le coefficient de regression soit superieur a 0,98) et l’on en deduit : 



E = 



<Pq 

a S Vtt 



( 6 . 8 ) 



On trouvera sur la figure (6.4) un exemple de thermogramme experimental obtenu avec du PVC d’epaisseur 
0,5cm. On constate qu’entre 5 et 40s, la courbe representant T 0 (t) - T 0 (0) en fonction de Vt est assimilable a 
une droite dont on obtient la pente par regression lineaire : a = 0,671°C.s" 1/2 . La surface de la sonde etant de 
0,00243 m 2 , sa resistance de 231,7Q et la tension d’ alimentation 19V, on en deduit par application de la formule 
(6.5) la valeur de Eeffusivite thermique : E = 526,6 J.m" 2 . 0 C _1 .s" 1/2 . 



On peut remarquer sur ce thermogramme que le temps pendant lequel le modele plan chaud s’ applique (~ 50s) 
est approximativement le double du temps au bout duquel la temperature de la face non chauffee de Eechantillon 
commence a varier (~ 25s). 




rac(t) 



Figure 6.4 : Courbes experimentales Tj(t) et T 2 (t) et regression lineaire de la courbe Tj(t) entre 5 et 50s. 

Une valeur plus precise peut ensuite etre estimee entre 0 et 50s de la maniere suivante : 

On fixe des valeurs de depart des parametres E (donne par 6.5), R ci et me. 

On utilise dans un tableur la methode de Stehfest d’inversion de la transformee de Laplace pour calculer 
la difference T 0 (t) - T 0 (0) a partir de la formule (6.3). 

On utilise le solveur du tableur (utilisant la methode de Newton) pour determiner la valeur des parametres 
E, Rd et me qui minimisent Eecart entre la courbe experimentale et la courbe calculee par inversion de 
(6.3). 

On trouve dans le cas de l’exemple etudie : : E = 540,8 J.m" 2 . 0 C _1 .s" 1/2 , R ci = 2,5. 10" 3 0 C.m" 2 .W _1 , 
me = 0,90 J.°C _1 . On observe une tres bonne concordance entre la courbe experimentale et la courbe theorique 
sur tout l’intervalle de temps [0, 50s Jainsi que le montre la figure 6.5. La divergence des 2 courbes au-dela de 
40s indique que l’hypothese du milieu semi-infmi n’est plus valable apres 40s et qu’il faut alors appliquer le 
modele bi-couche. 



104 





Metrologie thermique 




t(s) 

Figure 6.5 : Courbe T^t) experimentale et courbe simulee par le modele complet mono-couche. 



Cas du bi-couche avec deux echantillons 

Le profil de temperature a failure de celui represente sur la figure 6.6 : la temperature T 0 evolue comme dans 
le cas d’un milieu semi-infmi pendant un certain temps puis augmente plus rapidement. Dans cette demiere 
zone, la temperature T 0 devient sensible a la conductivity thermique X du materiau a caracteriser. Le principe de 
la methode d’estimation est d’utiliser le debut du thermogramme [0,ti] pour determiner les parametres E, Rd et 

me comme decrit precedemment. Le temps f peut etre repere en tra^ant T 0 (t) - T 0 (0) en fonction de Vt , c’est le 
temps a partir duquel le trace n’est plus lineaire. On calcule ensuite dans un tableur la valeur de la temperature 
par inversion par la methode de Sthefest de la formule (6.1) dans laquelle on considere Ei, E, R c i et me comme 
des donnees, les parametres inconnus etant X et R^. On utilise ensuite le solveur du tableur (utilisant la methode 
de Newton) pour determiner la valeur des parametres X et R^ qui minimisent l’ecart entre la courbe 
experimentale et la courbe calculee par inversion de (6.1). 

On trouve X = 0,204 W.nf^C" 1 et une valeur tres faible de R c2 dans le cas de l’exemple traite ou l’isolant est 
du polystyrene (E = 34.6 J.m' 2 . 0 C _1 .s" 1/2 ). On observe une tres bonne concordance entre la courbe experimentale 
et la courbe theorique du modele bi-couche sur tout l’intervalle de temps [0, 150s Jainsi que le montre la figure 
6 . 6 . 



Cas du bi-couche avec un echantillon 



La methode de traitement des resultats est en tout point identique a la configuration bi-couche avec deux 
echantillons en rempla^ant la formule (6.1) par la formule (6.5) 




t(s) 



Figure 6.6 : Courbe T^t) experimentale et courbes simulees par les modeles complets mono-couche et bi- 
couche. 



Yves Jannot 



105 






Transferts et echangeurs de chaleur 



6.1.4 Realisation pratique de la mesure 

Cette methode peut etre mise en oeuvre de maniere extremement simple en utilisant une resistance chauffante 
plate (rectangulaire ou circulaire) de surface suffisante (au moins 25 cm 2 ). On fixe au centre de cette resistance 
un thermocouple realise en fils fms (diametre <0,1 mm).. 

La configuration avec un seul echantillon permet d’ assurer un meilleur contact entre la resistance chauffante et 
l’echantillon en pla$ant le thermocouple sur la face en contact avec l’isolant (polystyrene par exemple). Ce 
dernier etant deformable, la presence du thermocouple ne modifie pas de fa£on sensible la resistance de contact 
qui est de toute fagon beaucoup moins influente sur la temperature du cote de l’isolant. Cette configuration est 
done a preferer. 

cp 0 

La principale source d’ incertitude est la valeur de la densite de flux de chaleur — , la mesure de la puissance 

electrique est precise, mais il faut utiliser une surface de chauffe suffisante pour diminuer Y incertitude sur S. La 
mise en oeuvre de la methode necessite en outre une alimentation stabilisee et un dispositif d’enregistrement de la 
tension delivree aux bomes du thermocouple. Un enregistrement entre 30 et 60 secondes apres le debut du 
chauffage permet d’obtenir une bonne precision sur l’effusivite thermique E. Un pas de temps de 0,1s pour 
f enregistrement de la temperature donne des resultats satisfaisants. 



6.2 Methode du fil chaud pour la mesure de la conductivite thermique 

6.2.1 Principe de la mesure 

On applique un echelon de flux de chaleur constant (cp = 0 si t < t 0 et cp = cp 0 si t > t 0 ) au fil chauffant et on 
releve f evolution de la temperature T 0 (t) de ce fil. Pendant le temps ou la perturbation n’a pas atteint les autres 
faces c’est-a-dire ou l’hypothese du milieu semi-infmi est valide, on peut considerer que le transfert au centre de 
l’echantillon autour du fil est radial. La modelisation de ce transfert de chaleur permet de calculer P evolution de 
la temperature au centre de l’echantillon. On applique une methode d’ estimation de parametres pour calculer les 
valeurs de : 

La conductivite thermique X, 

La capacitance thermique (mc) s de f ensemble sonde + resistance chauffante, 

La resistance de contact Re a Y interface sonde/echantillon, 

qui minimisent l’ecart entre les courbes T 0 (t) theoriques et experimentales. 




6.2.2 Modelisation du fil chaud 

Le voisinage du fil chauffant peut etre schematise de la maniere suivante : 
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Resistance de contact Rc 



Fit chauffant : rayon r 0 , 
temperature T 0 (t) 



La moderation du systeme a l’aide du formalisme des quadripoles (cf. § 2.3.4 et annexe A.2.9) permet 
d’ecrire : 
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Les parametres inconnus a determiner experimentalement sont : 

La conductivite thermique X de Y echantillon, 

La resistance thermique de contact Rc entre la sonde et l’echantillon, 
La capacitance thermique (mc) s de la sonde. 



6.2.3 Estimation des parametres 

Choix de I’intervalle de temps pour V estimation 

Le premier probleme consiste a connaitre le temps t de chauffage pendant lequel l’hypothese du milieu semi- 
infini est valide. On calcule pour cela revolution de la temperature T e (t) sur un rayon egal a l’epaisseur de 
l’echantillon (r = e) a l’aide des parametres estimes sur un temps t arbitraire. Si la temperature T e (t) calculee 
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differe de la temperature initiale T e (0) de plus de 0,1 °C on reprend le calcul d’ estimation des parametres sur un 
temps plus court. 

Le calcul de la temperature T e (t) s’effectue en decrivant le probleme a l’aide du formalisme des quadripoles : 



ou : 
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A = q e[Kj (q e) I 0 (q r 0 ) + 1, (q e)K 0 (q r 0 )] 
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C = 2jiLpcpr 0 e[K 1 (qr 0 )l 1 (qe)-K 1 (qe)l 1 (qr 0 )] 
D = q r o [ K o (q e ) ! i (q r o ) + K i (q r o K (q e )] 




Etant donne que Ton cherche simplement a estimer le temps pendant lequel le milieu reste semi-infini, on peut 
se contenter de le faire dans le cas simple (et le plus defavorable) ou la resistance de contact et la capacitance 
thermique de 1’ ensemble sonde + resistance chauffante sont nulles et ou le rayon de la sonde r 0 est tres faible. La 
relation precedente s’ecrit alors : 
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pendant le temps ou le milieu est semi-infini, cette formule est done valable tout le 



temps que la temperature T e n’a pas vane. Elle peut done etre utilisee pour determiner (en utilisant la methode de 
Stehfest) l’instant a partir duquel T e va commencer a varier mais ne permettra pas de determiner revolution de T e 
apres cet instant. 



On aboutit fmalement a : 



0 e( P ) 




( 6 . 10 ) 



Avec les valeurs suivantes : 



C = 27iLpcpr 0 e[K 1 (qr 0 )l 1 (qe)-K 1 (qe)l 1 (qr 0 )] 

D = q r o t K o (q e) 1 ! (q r o ) + K i (q r o K (q e )] 



-T- = 27rA,Lqr 0 



K i (q r o ) 
K o(q f o) 



T e est calculable en appliquant la methode de Stehfest a la formule (6.9). 

Exemple : 

Determination de la conductivity thermique d’un carbure a l’aide d’un fil chaud de longueur 5 cm delivrant un 
flux egal a 3,03 W. Les figure 6.4 et 6.5 represented le graphe de la temperature experimentale T 0 obtenue avec 
un echantillon d’epaisseur 2,5cm, celle-ci etant enregistree toutes les 0,05s. On a fait figurer sur ce meme 
graphe : 

La temperature Te de la face non-chauffee calculee par la formule (2) en prenant comme valeur de 
l’effusivite thermique E = 5000 SI. 

La temperature T 0c calculee par un modele simplifie aux temps longs apres estimation de la conductivity 
thermique par regression lineaire de la courbe T 0 (t) =f[ln(t)] entre les temps f et t 2 (detail ci-apres). 
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Carbure 




Figure 6.8 : Thermogramme fil chaud pour un 
carbure, estimation entre 20 et 80s. 
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Figure 6.9 : Thermogramme fil chaud pour un 
carbure, estimation entre 2 et 20s. 



La figure 6.8 correspond a une estimation entre 20 et 80s conduisant a une valeur X = 10,1 W.m'^C" 1 . La 
figure 6.9 correspond a une estimation entre 2 et 20s conduisant a une valeur X = 19,7 W.m'^C" 1 . Le graphe de 
la temperature T e (t) calculee ainsi que la forme de la courbe experimentale T 0 (t) qui subit une modification de 
pente a t = 20s nous montre que la premiere estimation de X (entre 20 et 80s) n’est pas valide car elle est realisee 
sur des temps ou l’hypothese du milieu semi-infmi n’est plus valable (la perturbation a atteint V autre face). La 
valeur de X obtenue par regression lineaire entre 2 et 20s est quant a elle obtenue dans des conditions 
satisfaisantes : zone de linearite de la courbe T 0 (t) = f[ln(t)] et temperature de la face non chauffee constante. 
L’ incertitude sur cette estimation provient principalement de V incertitude sur la temperature : f estimation est 
realisee sur une elevation de temperature de l’ordre de 1°C alors que V incertitude sur la temperature est de 
l’ordre de 0,2°C. Ceci montre les limites de la methode du fil chaud pour l’estimation des conductivity 
thermiques elevees. 



Estimation simplifiee aux temps longs 
La temperature du fil s’ecrit dans l’espace de Laplace : 



q _ cpp A q +(A 0 Rc + B 0 )/Z 
0 ~ p C 0 +(c 0 Rc + D 0 )/Z 



avec A 0 = 1 



1 ^(qrp) 

2nXL q r 0 I , (q r 0 ) 



— = 2ttZL 
Z 



qr 0 



K i (qrp) 
K o(q r o) 



l 

pc7ir 0 Lp 



C 0 = pc7ir 0 Lp 



_ q r o io(qrp) 
2 ii(qr 0 ) 



Si Ton considere un fil fin (r 0 petit) et si l’on se place aux temps longs (p— >0), nous pouvons utiliser les 
developpements limites des fonctions de Bessel au voisinage de 0 : 



K 0 (x) « - ln(x) ; K,(x) 


« 1/x ; 


Io(x) * 1 






Ii(x) « x/2 




Qui conduisent a A 0 = 1 ; 


B 0 = 0 ; C 0 =pc7ir 0 2 Lp ; 


D 0 = 


i ; 


1 27iXL 


Z ln(qr 0 


,) 


On en deduit : 
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f 1 — ^ 
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f \ 






In 


r i 
r 0 1 

V a 

V J 






x In 


r Q 


0 _<P 0 Z + R c 


12-(Z + R c ),i£2- 
P P 




- + R C 


^ 9o_ 


-ln(p) 


l Va ) 


0 p mep(R c +z)+l 


2 nX L 


P 


4nXL 4nXL 



L ’utilisation des tables de la transformee de Laplace inverse (cf. annexe A.2.3) permet de calculer la 
temperature T 0 (t) aux temps longs : 
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<Po ln 



f , s \ 

r 0 



T„(.)-To(o)^.n(.) + Rc,„-^- 2jlL 



V Vay 



ou y = 0,57721 est la constante d’Euler. 



soit fmalement : 



T 0 (t)-T 0 (0)*^Mn(t) + (p 0 
AnXL 



Id 



Rc— 



r r ^ 

_o_ 

Va. 



27i^L 4nXL 



( 6 . 11 ) 



Le trace de T 0 (t) - T 0 (t=0) en fonction de ln(t) est done une droite de pente dont la determination 

47i^L 

permet de calculer la conductivity thermique X. L’inertie de la sonde et la resistance de contact n’ influent pas sur 
la temperature aux temps longs. Pour appliquer cette methode d’estimation, il faut s’assurer que l’hypothese du 
milieu semi-infini reste valable sur rintervalle d’estimation choisi. Les bruits de mesure sur les valeurs des 
temperatures aux differents temps de mesure etant constants et non correles, on utilise la methode des moindres 
carres lineaires pour estimer la pente. 



6.2.4 Realisation pratique de la mesure 

Cette methode de mesure de la conductivity thermique peut etre appliquee aussi bien pour les solides que pour 
les liquides (voire les gaz). Dans le cas des solides indeformables, le fil chauffant est insere entre deux feuilles 
plastiques tres minces. Un thermocouple plat est insere dans une feuille plastique au centre du fil chauffant. Dans 
le cas des solides pulverulents (grains, poudres...), le fil chauffant est place avec le thermocouple dans un 
cylindre de tres petit diametre. Ce cylindre est insere dans le materiau a caracteriser avant de demarrer le 
chauffage et l’acquisition de la temperature. 

Ces montages permettent d’obtenir un profil lineaire pour la courbe T 0 = f [ln(t)] et d’evaluer ensuite avec une 
bonne precision la valeur de la conductivity thermique X. La principale source d’ incertitude est la valeur de la 

cpo 

densite lineique de flux de chaleur -j— , la mesure de la puissance electrique est precise, mais il faut utiliser une 
longueur de chauffe suffisante pour diminuer 1’ incertitude sur S. 

La mise en oeuvre de la methode necessite en outre une alimentation stabilisee et un dispositif d’enregistrement 
de la tension delivree aux homes du thermocouple. Un enregistrement d’une duree de 120 secondes apres le 
debut du chauffage est en general suffisant pour determiner la conductivity thermique X avec une bonne 
precision .11 est important comme cela a ete montre ci-dessus de bien choisir l’intervalle d’estimation sur lequel 
les conditions suivantes doivent etre respectees : linearite de la courbe T 0 (t) = f[ln(t)] et temperature de la face 
non chauffee constante. 



6.3 Methode du ruban chaud 

6.3.1 Principe de la mesure 

La methode du mban chaud consiste a utiliser une simple resistance electrique de forme rectangulaire sur 
laquelle est dispose un thermocouple constitue de fils de faible diametre. La mesure de temperature est effectuee 
au centre de la resistance ce qui evite d’ avoir a prendre en compte les deperditions thermiques par les fils 
electriques a une extremite de la resistance. La resistance est inseree entre deux echantillons de surface plane du 
materiau a caracteriser, les dimensions de l’echantillon sont telles que la perturbation provoquee par 1’ echelon de 
flux (cp = cpo si t<t 0 et cp = 0 si t>t 0 ) impose a la sonde n’atteigne aucune de ses faces pendant la duree de la 
mesure (hypothese du milieu semi-infini). Le rapport longueur/largeur de la resistance est choisi de maniere a ce 
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que le transfert de chaleur au centre de la resistance puisse etre considere bidirectionnel pendant un temps 
inferieur a 180s. Le thermogramme correspondant au debut du chauffage (pendant le temps ou le transfert de 
chaleur au centre de la sonde reste unidirectionnel) est utilise pour estimer l’effusivite thermique par une 
methode de type plan chaud. Une modelisation complete des transferts bidirectionnels dans les echantillons 
associee a une methode d’ estimation de parametres permet d’utiliser le thermogramme entre 0 et 180s pour 
estimer la conductivity thermique. 



Thermocouple T 0 (t) 




Materiau a caracteriser 



Ruban chauffant plan, 
largeur Z, longueur >31 



Figure 6.10 : Schema du montage de la methode du ruban chaud. 

Les avantages de cette methode sont un cout tres faible de la sonde et une methode d’ estimation basee sur une 
modelisation relativement simple de la temperature au centre de la sonde : 

unidirectionelle pendant le temps t x pour V estimation de l’effusivite (methode du plan chaud) 
bidirectionnelle pendant entre les temps t x et t 2 pour Testimation de la conductivity . 



6.3.2 Modelisation du ruban chaud 



Modele complet 




Figure 6.11 : Schematisation de la mesure ruban chaud. 

L’ elevation de temperature T s (x,y,t) en un point de coordonnees (x,y) du ruban verifie V equation suivante 
pendant le temps t 2 ou le transfert en ce point reste bidirectionnel (ruban chaud infini) : 



5 2 T(x,y,t) | d 2 T(x,y,t) _ 1 dT(x,y,t) 
5x 2 dy 2 a 5t 



(a) 



Avec les conditions aux limites suivantes 
En y = 0 : 



= six<b 



dy 



et _ )l £!fcyii) = o six>b 

ay 
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En x = 0 : 

En x = L : 
En y = e 



OT(0, y, t) 
dx 



T(L, y, t) = 0 
T(x,e,t)=0 



par symetrie 

hypothese du milieu semi-infmi selon Ox 
hypothese du milieu semi-infmi selon Oy. 



En appliquant successivement une transformation de Laplace puis une transformation finie de Fourier en 
cosinus entre y = Oety = Lala relation (a), on obtient : 



a 2 e(x,y, P ) | a 2 e(x, y ,p) 
dx 2 dy 2 



- 9(x,y,p) 



puis 



d 2 9 c (n,y,p) 

dy 2 



f 2 2 ^ 

p n 7i 
— + 



a 



6 c (n,y,p) (b) 



La solution generate de V equation (b) s’ecrit sous la forme : 

n 2 ^2 

0 c ( n ,y,p) = Cj cosh(q n y)+C 2 sinh(q n y) avec q n 2 = - + — — 



En utilisant le formalisme des quadripoles (Ladevie, 1998), on peut ecrire sous forme matricielle au centre de 
la sonde consideree comme un systeme mince (pas de gradient thermique dans l’epaisseur) : 



'0 cs ( n ,°,p)' 




1 01 


_1 R c' 


0 c (n,0,p) 


® B M.p). 




1 

o 

1 


0 1 


>q„ s 0 c ( n ’O’P)_ 



On en deduit : 



J A, 

a + h q " sin(a n b)^ 


m s c s P 


fi A 1 

i: qn j 

h J 


, , a n p 

+ Aq n 


s 



avec 



9 n 




2 2 

n n 



n 7i 




( 6 . 12 ) 



Par transformation inverse de Fourier on obtient : 

1 2 00 

0 S (o A p) = — 0 CS (0,0, p)+ — E 0 CS (n,0, p) 

L L n=l 



Et par transformation inverse de Laplace par la methode de Stefhest, la temperature T s (0,0,t) peut fmalement 
se calculer par : 



T s (0,0,t) = 



ln(2) 

t 



iv. e, 

j=i 



0 , 0 , 



j ln(2) 

t j 



Modele simplifie 

Dans le cas ou Lon neglige la resistance de contact et la masse de la resistance chauffante et du thermocouple, on 
peut ecrire (Carslaw, 1959) : 




r 


/ \ 




b2 l 


, 


erf 


b ^ 


b Ei 






{2^Jat J 


2 ^71 a t 


l 4at ,_ 


- 



(6.13) 
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avec : Ei(- x) 

24 > 

Le terme 

X yfn 

resistance de contact. 





represente 1’evolution de la temperature d’un plan chaud si Ton neglige sa masse et la 



6.3.3 Estimation des parametres 



Effusivite thermique 



Pendant le temps ti ou le transfert de chaleur au centre du ruban reste unidirectionnel, la temperature au centre 
du ruban evolue comme celle d’un plan chaud, soit dans l’espace de Laplace : 



e s (o,o,p) 



(|) 1 + R c E S.y/p 

P m s C sP + [ R c m s C sP + 1 ] ES VP 



Et par inversion aux « temps longs » 



T s (o,o, t) = 4> 



m c 

R -- s s 



E 2 S 2 



2 § 

ESVtc 



41 



On trouvera a titre d’exemple sur la figure 6.12 la representation simulee a l’aide de la formule (6.12) de 
1’evolution de la temperature au centre d’un ruban chaud de caracteristiques : R = 61.9 Q, 1 = 5,3 cm, b = 0,6 cm 
utilise sur du PVC : X = 0,21 W.m^C" 1 et E = 510 J.m" 2 . 0 C _1 .s' 1/2 sous une tension U = 6V en considerant une 
resistance de contact Rc = 10" 3 °C.W _1 et une inertie de la sonde nulles. On constate que cette courbe est 
confondue avec celle obtenue par le modele plan chaud jusqu’a ti = 25 s. 





Figure 6.12 : Comparaison de thermogrammes simules ruban chaud etplan chaud. 

Une premiere valeur approchee de 1’ effusivite thermique E est estimable a partir de la pente a de la droite 
experimental T s (0,0, t) = f (Vt ) determinee par regression lineaire entre les temps t 0 (choisi tel que la sensibilite 
de T s a m s c s se soit stabilisee , 5 s pour le PVC sur la figure 2) et f. 

On utilise ensuite le resultat obtenu comme valeur initiale pour une estimation par la methode de Newton des 
parametres E, R c et m s c s qui minimisent la somme des ecarts quadratiques entre la courbe T s (0,0,t) experimental 
et la courbe representant les valeurs calculees par inversion de la formule (8) par la methode de Sthefest. 

II est egalement a noter qu’un leger decalage du thermocouple par rapport au centre de la sonde n’aura pas 
d’ influence sur la precision de la mesure mais modifiera simplement le temps pendant lequel on pourra faire 
l’hypothese du transfert unidirectionnel. 
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Conductivite thermique 



Comme l’a montre Ladevie, la temperature d’un ruban chaud de grande longueur tend asymptotiquement vers 
celle du fil chaud. En negligeant l’effet de l’inertie de la sonde, la temperature du fil chaud s’ecrit dans l’espace 
de Laplace : 



e(p)=- 



R + 



K o(q r o) 



2 7r^Lqr 0 Kj(qr 0 ) 



Aux temps longs, il est possible de lineariser la temperature Ts(t) sous la forme : 



T(t)=- 






4 ^ L hw 



- ln(t)+(|) 



In 



/ \ 

r hw 



R 






2 7i^L hw 4n'kL hw 



Cependant, le temps au bout duquel le ruban chaud se comporte comme un fil est trop long pour que ce 
comportement asymptotique puisse etre utilise dans la pratique. Si la pente de la courbe varie pour un ruban 
chaud, sa variation est suffisamment lente pour qu’on puisse la considerer comme constante sur un intervalle de 

temps reduit. On peut ainsi estimer une premiere valeur approchee de X a partir de la pente p « — — — de 

4nX2£ 

la courbe experimentale T § (0,0, t) = f [ln(t)] determinee par regression lineaire entre les temps f et t 2 . 

Le resultat obtenu est ensuite utilise comme valeur initiale pour l’estimation de la conductivite thermique X. 
On peut utiliser pour cela une simple methode dichotomique qui minimise la somme des erreurs quadratiques 
entre la courbe experimentale et la courbe theorique calculee a l’aide de la formule (6.12) du modele complet. 
Dans ces formules, les valeurs de E, Rc et m s c s sont considerees comme des donnees. 

Un exemple de courbe T § = f (Vt ) entre 0 et 60s et T s = f[ln(t) ] entre 120 et 180s est presente sur la 

figure6.13 . Ces courbes ont ete obtenues avec le ruban chaud decrit plus haut soumis a une tension de 5,6V et 
place entre deux echantillons de PVC. 




sqr(t) 




Figure 6.13 : Exemple d’une courbe experimentale T s =f(t). 

On note qu’ entre 5 et 30s la courbe T § = f(Vt ) est tres proche d’une droite. Cela permet d’ estimer une 

premiere valeur de l’effusivite thermique : E = 525,0 J.m'^C^.s" 172 . Une estimation des parametres E, R c et m s c s 
par la methode de Newton (integree dans un solveur bien connu) appliquee au modele complet conduit aux 
resultats suivants : E = 547,7 J.m'^C^.s' 172 ; Rc S = 2,5. 10" 3 °C.W _1 et m s c s = 0,31 J.°C _1 . On note egalement 
qu’ entre 60 et 120s la courbe T s = f[ln(t)] est tres proche d’une droite. Cela permet egalement d’ estimer une 
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premiere valeur approchee de la conductivity qui peut servir de valeur initiale pour 1’ estimation par le modele 
complet 2D. 

En effet, celui-ci est ensuite utilise avec ces valeurs de E, R c et m s c s considerees maintenant comme des 
donnees. Une estimation par une simple methode dichotomique par minimisation de la somme des ecarts 
quadratiques entre 0 et 180s conduit au resultat : X = 0,215 W.m^C" 1 . Les courbes experimentales et calculees 
par le modele ID du plan chaud et par le modele 2D complet sont representees sur la figure 6.14. On note une 
tres bonne concordance entre les courbes. 




Figure 6.14 : Courbe experimentale et courbes simules par les modeles plan chaud ID et complet 2D. 



6.3.4 Realisation pratique de la mesure 

Cette methode peut etre mise en oeuvre de maniere extremement Ruban chaud iteuse en utilisant une 
resistance chauffante plate rectangulaire de longueur au moins egale a 3 tois la largeur. Un fixe au centre de cette 
resistance un thermocouple realise en fils fms (diametre <0,1 mm). Une largeur de 1,2 cm est suffisante pour les 
materiaux peu diffusifs (plastiques, bois), une largeur de l’ordre de 2,5 cm est necessaire pour les materiaux plus 
diffusifs (pierre, gres...). La plus petite dimension de fechantillon doit etre superieure a 1,5 fois la largeur totale 
du ruban. La methode conduit a des dimensions de sonde et d’echantillons trop importantes pour les materiaux 
les plus diffusifs (metaux) pour lesquels elle est mal adaptee. 

Un etalonnage de la sonde est necessaire a partir d’un materiau de proprietes thermiques connues sur lequel on 
fait plusieurs essais. La surface utile S de la sonde est celle qui permet de retrouver la valeur connue de 
feffusivite. La largeur i de la sonde est ensuite determinee : c’est celle qui permet de retrouver la valeur connue 
de la conductivity. 

La mise en oeuvre de la methode necessite en outre une alimentation stabilisee et un dispositif 
d’enregistrement de la tension delivree aux homes du thermocouple. Un enregistrement sur 180 secondes apres 
le debut du chauffage permet d’obtenir une bonne precision. Un pas de temps de 0,1s pour V enregistrement de la 
temperature donne des resultats satisfaisants. 
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A.1.1 : Proprietes physiques de certains corps 




kg m- 3 J kg'^C' 1 



Metaux, alliages et ceramiques 



7833 465 



Acier au carbone 



Acierinox 15%Cr, 10%Ni 



Acier inox 18%Cr, 8%Ni 



Acier inox 25%Cr, 20%Ni 



Alumine 



Aluminium 



Argent 



Bronze 75%Cu, 25%Sn 



Carbone 



Carbure de silicium 



Chrome 



Constantan 60% Cu, 40%Ni 



Duralumin 



Etain 



Fer 



Fonte 



Laiton 70%Cu, 30%Zn 



Magnesie 



Or 



Platine 



Plomb 



Sodium liquide 



Titane 



Tungstene 



Zinc 



Zircone 



Materiaux < 



Amiante 



Asphalte 



Caoutchouc (naturel) 



Caoutchouc (vulcanise) 



Carton 



Cuir 



Glace 



Papier 



Plexiglass 



Sable 



Sciure 



0,16 



0,062 



0,28 



0,13 



0,048 



0,159 



1,88 



0,48 



0,19 



0 , 2 - 1,0 



Terre mouillee 


IOI 


1900 


2000 


2 


Terre seche 


lO 


1500 


1900 


1 


Verre 


\m 


2700 


840 


0,78 




kg m- 3 J kg'^C' 1 



Materiaux de construction 



Ardoise 




2400 


879 


2,2 


Basalte 




2850 


881 


1,6 


Beton caverneux 




1900 


879 


1,4 


Beton plein 




2300 


878 


1,75 


Bitume (cartonne) 




1050 


1305 


0,23 


Bois feuillus legers 




525 


3143 


0,15 


Bois feuillus mi-lourds 




675 


3156 


0,23 


Bois feuillus tres legers 




375 


3147 


0,12 


Bois resineux legers 




375 


3147 


0,12 


Bois resineux mi-lourds 




500 


3160 


0,15 


Bois resineux tres legers 




375 


3147 


0,12 


Brique terre cuite 




1800 


878 


1,15 


Calcaire dur 




2450 


882 


2,4 


Calcaire tend re 




1650 


879 


1 


Carrelage 




2400 


875 


2,4 


Contre-plaque okoume 




400 


3000 


0,12 


Contre-plaque pin 




500 


3000 


0,15 


Granite 




2600 


881 


3 


Gravier (vrac) 




1800 


889 


0,7 


Gres 




2500 


880 


2,6 


Lave 




2350 


881 


1,1 


Marbre 




2700 


881 


2,9 


Parquet 




700 


3143 


0,2 



Platre 



Schiste 



Balsa 



Copeaux bois 



Coton 



Kapok 



Laine de roche 



Laine de verre 



Liege expanse 



Moquette 



Polyurethane (mousse 
rigide) 



PVC (mousse rigide) 



Polystyrene expanse 



Materiaux 
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Annexes 



A.1.1 : Proprietes physiques de Pair et de I’eau 



Proprietes de I'eau a saturation 


0 


P 


C P 


X 


10 4 . n 


10 7 . a 


Pr 


(°C) 


(kg/m 3 ) 


Y . 1 
cp 

o 

o 


(W/m.°C) 


(Pa.s) 


(m 2 /s) 




0 


1002 


4218 


0,552 


17,90 


1,31 


13,06 


20 


1001 


4182 


0,597 


10,10 


1,43 


7,02 


40 


995 


4178 


0,628 


6,55 


1,51 


4,34 


60 


985 


4184 


0,651 


4,71 


1,55 


3,02 


80 


974 


4196 


0,668 


3,55 


1,64 


2,22 


100 


960 


4216 


0,680 


2,82 


1,68 


1,74 


120 


945 


4250 


0,685 


2,33 


1,71 


1,45 


140 


928 


4283 


0,684 


1,99 


1,72 


1,24 


160 


910 


4342 


0,680 


1,73 


1,73 


1,10 


180 


889 


4417 


0,675 


1,54 


1,72 


1,00 


200 


867 


4505 


0,665 


1,39 


1,71 


0,94 


220 


842 


4610 


0,652 


1,26 


1,68 


0,89 


240 


816 


4756 


0,635 


1,17 


1,64 


0,88 


260 


786 


4949 


0,611 


1,08 


1,58 


0,87 


280 


753 


5208 


0,580 


1,02 


1,48 


0,91 


300 


714 


5728 


0,540 


0,96 


1,32 


1,02 



Proprietes de Pair a 1 atm 


0 


P 


Cp 




10 5 . n 


10 5 . a 


Pr 


(°C) 


(kg/m 3 ) 


YU 

cp 

o 

o 


(W/m.°C) 


(Pa.s) 


(m 2 /s) 




0 


1,292 


1006 


0,0242 


1,72 


1,86 


0,72 


20 


1,204 


1006 


0,0257 


1,81 


2,12 


0,71 


40 


1,127 


1007 


0,0272 


1,90 


2,40 


0,70 


60 


1,059 


1008 


0,0287 


1,99 


2,69 


0,70 


80 


0,999 


1010 


0,0302 


2,09 


3,00 


0,70 


100 


0,946 


1012 


0,0318 


2,18 


3,32 


0,69 


120 


0,898 


1014 


0,0333 


2,27 


3,66 


0,69 


140 


0,854 


1016 


0,0345 


2,34 


3,98 


0,69 


160 


0,815 


1019 


0,0359 


2,42 


4,32 


0,69 


180 


0,779 


1022 


0,0372 


2,50 


4,67 


0,69 


200 


0,746 


1025 


0,0386 


2,57 


5,05 


0,68 


220 


0,700 


1028 


0,0399 


2,64 


5,43 


0,68 


240 


0,688 


1032 


0,0412 


2,72 


5,80 


0,68 


260 


0,662 


1036 


0,0425 


2,79 


6,20 


0,68 


280 


0,638 


1040 


0,0437 


2,86 


6,59 


0,68 


300 


0,616 


1045 


0,0450 


2,93 


6,99 


0,68 



Correlations entre 0 et 100 °C 



Pour I’air 



(0: temperature en °C , T temperature en K) 
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P_ (6 + 273) 


kg m" 3 






c p = 1008 


J kg' 1 °C _1 






X = 7,57.1O" 5 0 + 0,0242 


W rrf 1 °C _1 


r 2 = 0,9999 




n= 10' 5 (0,00469 + 1,7176) 


Pa s 


r 2 = 0,9997 




a = 1 0" 5 (0,0146 0 + 1,8343) 


mV 1 


r 2 = 0,9986 




Pr = -2,54.1 O' 4 6+ 0,7147 




r 2 = 0,9767 




"*T 


K 1 




Pour I’eau 






■ 


p = -0,00380 0 2 - 0,05050 + 1002,6 


kg m 3 


r 2 = 0,9982 


■ 


c p = 4180 


J kg' 1 °C _1 




■ 


X = -9,87.1 0‘ 6 0 2 + 2,238.1 0 -3 0 + 0,55 36 


W rrf 1 °C _1 


r 2 = 0,9987 


■ 


H= 10' 4 (0,00200 0 2 - 0,33890 + 17,199) 


Pa s 


r 2 = 0,9815 


■ 


a = 1 0" 7 (-0,00360 0 + 1,340) 


_2 .-1 

m s 


r 2 = 0,9734 


■ 


Pr= 1,577. 1 0' 3 0 2 - 0,261 0 + 12,501 




r 2 = 0,9796 


■ 


g P p c p = ( 0 0105 0 2 +0,4770 0,0363) 10 9 

H A V ’ 


°^-1 __ -3 

C m 


r 2 = 0,9992 


■ 


l°g io [Psat (T)] = 20,31 82 - - 3.868 log 10 (t) 


mmHg 


-50°C < 0 > 200°C 


■ 


Lv = 2495 -2,346 0 


kJ.kg' 1 


O°C<0< 100°C 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.2.1 : Valeur du coefficient de forme de conduction 
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Annexes 



A.2.2 : Principales transformations integrates : Laplace, Fourier, Hankel 

Transformee de Laplace 

Definition 



00 

L[T(t)]=e(p)=j exp(- p t) T(t) dt et L' 1 [o(p)] = T(t) (Transformee inverse) 

o 



Proprietes 

Linearite 

Translation 



Changement d’echelle 
Derivation 

Integration 

Multiplication par t n 
Division par t 

Fonctions periodiques 
(Periode P) 



L[a, T(t) + a 2 T(t)] = a, L[T(t)]+a 2 L[ T(t)] , idem pour L" 1 
L[exp(a t) T(t)] = 0(p - a) L' 1 [0(p - a)] = exp(a t) T(t) 

L _1 [exp(-ap)0(p)]= T(t-a) si t>a 
0 si t < a 



L[ T(a t)]= — ef 



L[T'(t)] = p0(p)-T(o) 

L[ T"(t)] = p 2 e(p)- P T(o)-T'(o) 



L 1 [e(a p)] = I- j 
L_l [e (n) (p)]= (-i) n t n T(t) 



} T(u) du = °^ 

_o J P 

L[t n T(t)]=(-l) n 0 (n) (p) 

T(t)' 



t 



|0(u)du 

J P 

I exp(- p t) T(t) dt 
L[T(,)1= ° 1 - exp{— p P) 



J0(u)du 



= F(t) 
t 



L _1 [p e(p)] = T* (t)- T(0) S(t) 



-1 



e( P )' 



■ J T (u ) du 



Transformee de Fourier complexe 

Definition 

1 +00 

F[T(x)]=0(ffl)=— — J e 1C0X T(x)dx 
{ 111 ) -00 

, 1 + 00 

T(x) = F _1 [e(co)] = - — — j e“' 0,x 0(co) dco 

\2kJ —oo 



Proprietes 



F 

F 



dT 

dx_ 

d 2 T 

dx 2 



= -i to 0(co) 

= - to 2 0(co) 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.2.2 Principales transformations integrates : Laplace, Fourier, Hankel 



Transformee de Fourier en sinus et cosinus 

Definitions 

Sinus Cosinus 




Transformee finie de Fourier en sinus et cosinus 

Definitions 

Si la temperature T(x) n’est definie que sur l’intervalle [0,L], on peut utiliser une transformation finie de 
Fourier en sinus ou en cosinus : 
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A.2.3 : Transformation de Laplace inverse 



Methode analytique 



La transformee de Laplace 0(p) de la fonction T(t) est donnee par : L[T(t)] = 0(p) = Jexp(-pt)T(t)dt 

0 

II n’existe pas de formule analytique generate permettant de calculer T(t) connaissant 0(p). On connait 
cependant l’expression exacte de T(t) pour certaines fonctions particulieres 0(p), on en trouvera des exemples 
page suivante (cf. Spiegel pour des tables plus completes). L’utilisation de ces tables associee aux proprietes 
particulieres de la transformation de Laplace inverse rappelees en annexe A.2.2 peut permettre de resoudre un 
certain nombre de cas. On essaiera toujours de decomposer une fonction complexe en somme, produit, serie... 
de fonctions simples plus facilement inversibles. 



Methodes numeriques 

Pour les cas de figure pour lesquels on ne peut pas trouver une solution analytique, on peut employer Tune des 
deux methodes numeriques suivantes : 

Methode de Stehfest 

La transformee inverse de la fonction 0(p) peut se calculer par : 



N = 20 (double precision) : 

VI = -5,51 1463844797178.10’ 6 
V4 = 1,734244933862434. 10 4 
V7 = -3,49421 1661 953704. 10 8 
V10 = 8,946482982379724. 10 10 
V13 = - 1 ,2 1 9082330054374. 1 0 12 
V16= 1,221 924554444226. 10 12 
V19 = -5,091380070546738.10 10 



T(t) = 



ln(2) 



E v ,»i 

j=i 



j ln(2) 



V2 = 1, 523864638447972. 10' 1 
V5 = -9,228069289021 164.10 s 
V8 = 3,24 1369852231 879. 10 9 
Vll= -2,870209211471027.10“ 
V14 = 1,637573800842013. 10 12 
V17 = -6,488065588175326.10“ 
V20 = 5,091 380070546738. 10 9 



V3 = - 1,1 74654761 904762. 10 2 
V6= 2,37740877871031 8 10. 7 
V9 = -2,027694830723779. 10 10 
V12 = 6,8299201028151 15.10" 
V15 = -1,6471774868361 17.10 12 
V18 = 2,333166532137059.10“ 



N = 10 (simple precision): 



VI = 1/12 
V7= 1127735/3 



V2 = -385/12 
V8 = -1020215/3 



V3 = 1279 
V9 = 328125/2 



V4 = -46871/3 
VI 0 = -65625/2 



V5 = 505465/6 



V6 = -473915/2 



Methode de Fourier 



T(t) 



exp(ct) 0(c) + ” ( Re [ e ( c + j 0Jk )]cos(a) k t)- lm[0(c + j co k )]sin(co k t)) 

tmax L 2 k=l 



Avec oo k = 

k t 

‘'max 

La somme infmie est dans la pratique calculee pour un nombre de fini N de termes , on prendra en general 
N > 100. Cette methode necessite de choisir deux parametres : c et t max . On doit s’assurer a posteriori que 
exp(-2 c t max ) T(2 

tmax) ~ 0- 



Choix d’une methode et verification des resultats 

La methode de Stehfest est plus simple a mettre en oeuvre car elle ne necessite pas de choisir certains 
parametres. La methode de Fourier peut conduire a un meilleur resultat dans le cas d’inversion de certaines 
fonctions comme les fonctions periodiques par exemple (cf. Maillet). 

L’ etude du comportement de la fonction 0(p) aux temps longs (t— »oo soit p^>0) et aux temps courts (t— >0 soit 
p^oo) peut conduire a des formules approchees de 0(p) dont on peut alors trouver la transformee de Laplace 
inverse analytiquement. La comparaison de ces solutions analytiques avec les resultats de l’inversion numerique 
donne une indication sur la justesse de l’inversion numerique. 
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Condition Condition 

limite limite Equation transcends nte Fonctions propres Norme 



o 

If 

-©- 


o 

II 

-e-l x 

73 |*o 


(N 


to 









T3 

























Annexes 



A.2.5 : Equations et fonctions de Bessel 



Equations particulieres de Bessel et leurs solutions 



y"+ — +m 2 y = 0 

X 




y=kj 


J 0 (mx)+k 2 Y 0 (mx) 


x 2 y"+x y'+(x 2 -n 2 )y = 0 




M 

II 


J n (x)+k 2 Y n (x) (nentier) 


y"+ — -m 2 y = 0 

X 




y = k[ 


I 0 (mx) + k 2 K 0 (mx) 


x 2 y"+x y'-(x 2 +n 2 )y = 0 




y = k] 


I n (x)+k 2 K n (x) 



J n Fonction de Bessel de l ere espece non modifiee d’ordre n 

I n Fonction de Bessel de l ere espece modifiee d’ordre n 

Y n Fonction de Bessel de 2 eme espece non modifiee d’ordre n 

K n Fonction de Bessel de 2 eme espece modifiee d’ordre n. 

(cf. Ozisik pour la definition des fonctions de Bessel). 



Principales proprietes des fonctions de Bessel 






Recurrence 










J n+l( u ) = - J n- 


/ \ 2n 

i(u)+ V 

u 


(u) 


Y n+ i(u)=-Y n _ 


i(u)+ — Y „(u) 
u 


I n + l(u)= I n-l( 


u)- — ! n (u 

u 


) 


K n+l(u)= K n-l 


(u)- — K n (u) 
u 


Derivee 










J n( u ) = J n-l( u 


)- £ J„(u) = 

u 


- J n+l( u ) + - J n( u ) 

u 


Y„(u)=Y n _ 1 (u 


) - - J n ( u ) = -Y n+ 1 (u) + - Y n (u 
u u 


I n( u )= I n-l(u 


)--I„(u) = 

u 


I n+l(u)+- I n( u ) 

u 


K n (u)=-K n _ 1 ( 


u)--K n (u)=-K n+1 (u)+-K n 
u u 


Limites des fonctions de Bessel d’ordre 0 et 1 






Si u — » 0 : 


Jo(u) — > 1 


J,(u) 0 


Yo(u) — > -oo 


Y^u) — » -oo 




Io(u) 1 


Ii(u) -> 0 


K 0 (u) — > +oo 


K^u) — » +oo 


Si u — » oo 


Jo(u) —> 0 


J,(u) 0 


Y 0 (u) -> 0 


Y^u) -> 0 




Iq(u) — ) +00 


Ii(u) — > +00 


K 0 (u) -> 0 


Ki(u) -> 0 



Comportement asymptotique des fonctions de Bessel d’ordre 0 et 1 

Si u 0 : 

J 0 (u) -> 1 Ji(u) -> u /2 Y 0 (u) -+ (21 n) ln(u) 

I 0 (u) — » 1 I^u) — » u /2 



Si u — » oo 

r 2/~ f + 

y cos u 

/ttu ^ 4 J 

Y i( U )^^ sin f U -^ 



K 0 (u) -> -ln(u) 

Io(u), Ii(u) -+ exp(u) 



Yi(u) — > 2/im 
K,(u) ->• 1/x 



Ko(u),K!(u) ^Y 1{x exp(-u) 



Jo(u) — » 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.2.5 : Fonctions et equations de Bessel 



X 


lo(x) 


ll(x) 


K 0 (x) 


Ki(x) 


0 


1,0000 


0,0000 


GO 


00 


0,1 


1,0025 


0,0501 


2,427 


9,849 


0,2 


1,01 


0,1005 


1,753 


4,775 


0,3 


1,0226 


0,1517 


1,373 


3,057 


0,4 


1,0404 


0,204 


1,115 


2,185 


0,5 


1,0635 


0,2579 


0,924 


1,656 


0,6 


1,092 


0,3137 


0,778 


1,302 


0,7 


1,1263 


0,3719 


0,660 


1,051 


0,8 


1,1665 


0,4329 


0,565 


0,862 


0,9 


1,213 


0,4971 


0,487 


0,716 


1,0 


1,2661 


0,5652 


0,421 


0,602 


1,1 


1,3262 


0,6375 


0,366 


0,509 


1,2 


1,3937 


0,7147 


0,319 


0,435 


1,3 


1,4693 


0,7973 


0,278 


0,372 


1,4 


1,5534 


0,8861 


0,243 


0,320 


1,5 


1,6467 


0,9817 


0,214 


0,278 


1,6 


1,75 


1,0848 


0,188 


0,240 


1,7 


1,864 


1,1963 


0,165 


0,209 


1,8 


1,9896 


1,3172 


0,146 


0,182 


1,9 


2,1277 


1,4482 


0,129 


0,160 


2,0 


2,28 


1,591 


0,113 


0,140 


2,1 


2,446 


1,746 


0,101 


0,123 


2,2 


2,629 


1,914 


0,090 


0,108 


2,3 


2,83 


2,098 


0,079 


0,094 


2,4 


3,049 


2,298 


0,071 


0,083 


2,5 


3,29 


2,517 


0,063 


0,074 


2,6 


3,553 


2,755 


0,055 


0,066 


2,7 


3,842 


3,016 


0,049 


0,058 


2,8 


4,157 


3,301 


0,044 


0,050 


2,9 


4,503 


3,613 


0,039 


0,046 



X 


lo(x) 


ll(x) 


K 0 (x) 


Ki(x) 


3,0 


4,881 


3,953 


0,035 


0,041 


3,1 


5,294 


4,326 


0,031 


0,036 


3,2 


5,747 


4,734 


0,028 


0,031 


3,3 


6,243 


5,181 


0,025 


0,028 


3,4 


6,785 


5,67 


0,022 


0,025 


3,5 


7,378 


6,206 


0,019 


0,022 


3,6 


8,028 


6,793 


0,017 


0,020 


3,7 


8,739 


7,436 


0,016 


0,017 


3,8 


9,517 


8,14 


0,014 


0,016 


3,9 


10,369 


8,913 


0,013 


0,014 


4,0 


11,3 


9,76 






4,1 


12,32 


10,69 






4,2 


13,44 


11,71 






4,3 


14,67 


12,82 






4,4 


16,01 


14,05 






4,5 


17,48 


15,39 






4,6 


19,09 


16,86 






4,7 


20,86 


18,48 






4,8 


22,79 


20,25 






4,9 


24,91 


22,2 






5,0 


27,24 


24,34 






5,1 


29,79 


26,68 






5,2 


32,58 


29,25 






5,3 


35,65 


32,08 






5,4 


39,01 


35,18 






5,5 


42,7 


38,59 






5,6 


46,74 


42,33 






5,7 


51,17 


46,44 






5,8 


56,04 


50,95 






5,9 


61,38 


55,9 
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A.2.6. : Valeur de la fonction erf 



X 


erf x 


erfc x 


ierf x 


0 


0,000000 


1,000000 


0,564190 


0,05 


0,056372 


0,943628 


0,518421 


0,1 


0,112463 


0,887537 


0,481106 


0,15 


0,167996 


0,832004 


0,452227 


0,2 


0,222703 


0,777297 


0,431755 


0,25 


0,276326 


0,723674 


0,419658 


0,3 


0,328627 


0,671373 


0,415910 


0,35 


0,379382 


0,620618 


0,420498 


0,4 


0,428392 


0,571608 


0,433440 


0,45 


0,475482 


0,524518 


0,454795 


0,5 


0,520500 


0,479500 


0,484684 


0,55 


0,563323 


0,436677 


0,523311 


0,6 


0,603856 


0,396144 


0,570983 


0,65 


0,642029 


0,357971 


0,628143 


0,7 


0,677801 


0,322199 


0,695397 


0,75 


0,711156 


0,288844 


0,773551 


0,8 


0,742101 


0,257899 


0,863656 


0,85 


0,770668 


0,229332 


0,967059 


0,9 


0,796908 


0,203092 


1,085464 


0,95 


0,820891 


0,179109 


1,221003 


1 


0,842701 


0,157299 


1,376328 



X 


erf x 


erfc x 


ierf x 


1,1 


0,880205 


0,11980 


1,760 


1,2 


0,910314 


0,08969 


2,274 


1,3 


0,934008 


0,06599 


2,972 


1,4 


0,952285 


0,04772 


3,939 


1,5 


0,966105 


0,03390 


5,302 


1,6 


0,976378 


0,02362 


7,260 


1,7 


0,983790 


0,01621 


10,124 


1,8 


0,989091 


0,01091 


14,386 


1,9 


0,992790 


0,00721 


20,842 


2 


0,995322 


0,00468 


30,794 


2,1 


0,997021 


0,00298 


46,409 


2,2 


0,998137 


0,00186 


71,349 


2,3 


0,998857 


0,00114 


111,901 


2,4 


0,999311 


0,00069 


179,043 


2,5 


0,999593 


0,00041 


292,257 


2,6 


0,999764 


0,00024 


486,693 


2,7 


0,999866 


0,00013 


826,860 


2,8 


0,999925 


0,00008 


1433,158 


2,9 


0,999959 


0,00004 


2534,205 


3 


0,999978 


0,00002 


4571,677 



A.2.7 : Milieu semi-infini avec coefficient de transfert impose 



T(x,t)-T M 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.2.8 : Plaque avec coefficient de transfert impose 



Temperature adimensionnelle 6 0 au centre de la plaque d’epaisseur 2L 

T -T 

e =-5 — ^ 

o t.-T 





Annexes 



A.2.9 : Cylindre infini avec coefficient de transfer! impose 
Temperature adimensionnelle 0 O sur I’axe du cylindre de rayon r 0 



T -T 

e =-^ — ^ 

o T -T 

i co 




Temperature adimensionnelle 6 a la distance r de I’axe 




X 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.2.10 : Sphere avec coefficient de transfert impose 
Temperature adimensionnelle 6 0 au centre de la sphere de rayon r 0 

T -T 

e =-^ — 2. 

o T -T 

i oo 




Temperature adimensionnelle 6 a la distance r du centre 
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Annexes 



A.2.11 : Matrices quadripolaires pour differentes configurations 



q = 




I 0 , Ii, K 0 , Ki : Fonctions de Bessel cf. annexe A.2.5. 



Quadripole associe a un transfert unidirectionnel dans un milieu sans generation d'energie 
Milieu d'epaisseur finie 




"0i 



A B 
C D 









Mur plan 
d'epaisseur e 


Cylindre creux de rayons ri et r 2 


Sphere creuse de rayons r! et r 2 


A 


ch(qe) 


q r 2 [i 0 (q r i ) K i (q r 2 ) + r i (q r 2 ) k 0 (q fj )] 


ch(p)- Sh(p) 

q qq 


B 


sh(qe) 

^qS 


2 K XL [ I o( qr 2) K o( < ? r i) ^(qrjKolq^)] 


sh(p) 

4 7i X q q r 2 


c 


XqSsh(qe) 


rii(qr 2 ) K i(qri) 1 

2 7iXLqr 1 qr 9 

1 ^ L I i (q r i ) K , (q r 2 )J 


4nXr 2 


1 - — ) ch(p) 

l r 2 J 

f \ 

+ qq 1 sh(p) 
l qr 2 J_ 




D 


ch(qe) 


q r i (q r 2 ) K i (q r i ) + T i (q r i ) K o (q r 2 )] 


r ' ch(p)+ sh M 

r 2 q r 2 



Milieu semi-infini 

La transformee de Laplace ® du flux de chaleur cp s'ecrit : ® = — avec : 





Mur semi-infini 


Cylindre semi-infini de rayon interieur ri 


Sphere semi-infinie de rayon interieur ri 


z 


1 


i K o(qq) 

2nXL q^ K^qq) 


1 


SeVp 


471^ (l + qq) 



Ou : E = yfx pc est l'effusivite thermique. 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.2.12 : Matrices quadripolaires pour differentes configurations 



Quadripole associe d une resistance de constriction 
(variation brusque de la section de passage du flux de chaleur) 





|9e 




Te(r) 


e l 


1 

i 

i 


r 0 


R 


T( r ) 


xmv 

<p(r) 







2 R 




Transfert d'un flux c p(r) a la surface d'un cylindre de rayon R et d'epaisseur e, avec <y(r)=0 si r>r 0 



(cf Maillet p. 211-233) 





R et e infinis 

o = 00 ^ 

Re 


R et 

r e i r i Re" 
L°J ” L° 1 


e finis 

[a b] r 0 e 1 

l_c dJ [o e J 




T(r) = T 0 pour r < r 0 


<p(r) = cpo pour r < r 0 


Te (r) = Teo 


<Pe(r) = (PeO 


Re 


1 


8 


i F n th (y n e ) 
n=l 


00 F 

v n 

n=i th(y n e) 


4 ^ r o( 1 + ^ qr o) 


, f 8 ^ 

3n X r () 1 + — qr 0 

V 3tc J 



p 4 J l 2 ( a n r o) 

^Sr 0 2 a n 2 YnJ 0 2 (a n ro) 

avec a n solution de J, (a n R) = 0 et y n = a n 2 + — 

a 

Si — > 1 alors th(y n e) = 1 
R 



Quadripole associe a un transfert unidirectionnel dans un milieu avec generation d'energie 

Temperature consideree = temperature moyenne de l'element chauffant 





Plaque d'epaisseur e 


Cylindre plein de rayon r 


Sphere pleine de rayon r 


A 


1 


1 


1 


B 


1 1 


i i 0 (q r ) i 


1 3 


XS w \ pcSep 

qe th(qe) 

e 


47i?tr[qrch(qr)-l] 4 pc 7 ir 3 p 


27iXL ^(qr) pc 7 tr 2 Lp 


C 


pcSep 


pc7ir 2 L p 


yPCTtr 3 p 


D 


qe 


qr I 0 ( q r) 


(qr ) 2 


th(qe) 


2 Ijfar) 


3[qrcoth(qr)- l] 



A = D = ch(q e j 

Avec; *<■>•>“ 

C = Xq7tR 2 sh(qe) 
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Aiguilles (section droite circulaire) . t . Ailette droite 

v ' pirm ciirp 



Annexes 



A.2.12 : Efficacite des ailettes 



Hypothese : Flux nul a Textremite de l’ailette, verifie si « 1 (d’apres Whitaker). 

V X 



I 



Rectangulaire 



Parabolique 



y = e 1 - 



Triangulaire 



y = e 1 

l L 



Parabolique 



y = e 1 

l L 



2 e W 



1 1 / \ (h 

rj = th(co L ) avec co = — 

co L V 



i 

c° L T 4 
I -l/3 7® L 
U 



1 I 1 (2coL) 
coL I 0 (2 coL) 



4 (oL +1+1 



Rectangulaire 




2 I 1 (cor 0 )K 1 ((or 1 )-I 1 ( co r, ) K i («> r o ) 

T f r i ,1 I o(® r o) K i (® r i)- I i(® r i) K o(® r o) 
co L hi 



Rectangulaire 



r| = th(V2 co L 

V2 coL 



Parabolique 



i x 2 

y = e 1 

l L ) 



Triangulaire 



y= TT 



Parabolique 



’“I L 



2 e n 

K 



2 e 



L -V2coL 



2 V2 coL ! (1 72 0 L 



V2 I 2 (2V2©L) 
©L Ij (2 42 © l) 



— (© L) 2 +1+1 
9 
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FACTEUR D EMISSION 



Transferts et echangeurs de chaleur 



A.3.1 : Emissivite de certains corps 



FACTEUR DE REFLEXION ALBEDO 



10 



o>- 



00 - 



t D- 



lO- 



00 - 



CM- 



7 

f — - 

• papier 
i chaux. platre i glacfc 

► plastique blanc 

~4peifif. blanche - ■ 

1 ! 



rneige j 
• (ague blanche 



5 4 

1 ir- 



0 



• marbre blanc ^ols.^narbre vert 9 ^ udron i asphalte 
I •brique rouge j j sa ble humide 

ipemt: crerne„_L_ • tuile rougebeton — I — - — — — 

->peim verte claire # berbe seche 
• beton cfair \ 



Icraie 

I 



— •verniR alu.— — 



.1 



r 

• acfer galvanise bfsnchi 

i i 

I 

fer etame traite — 



MATERIAUX SELECTIFS FROIDS 



• atu. oxyde* 



• peint. afu. neuve 



-Apeint. elu. vieiJlie^ 



MATERIAUX REFLECTEURS 



peint. noire 

I * 

ardoise asbete 



i 



I 



t 



CORPS NOIRS 



~~r 



peint, bronze- 



MATERIAUX SELECTIFS CHAUDS 

i I 



icuivre ternr- 



• ac*er 



"cellule sUicium j - 
Racier galva. oxyde 

litanium traite 



racier galva, neuf 



cuivre traite 
• sitice sur alu. • acier inox traite 



t bac alu, 



feuilie alu. polie 



surfaces selective® 



3 4 5 6 7 8 9 

FACTEUR D 'ABSORPTION (aiO-Al*EOoJ 



10 



Albedo = facteur de reflexion par rapport au rayonnement solaire (A, < 3 pm) 
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Annexes 



A.3.2 : Fraction d’energie Fo-vr rayonnee par un corps noir entre 0 et X 




\ b 
a 


0 


40 


80 


120 


160 






0 


40 


80 


120 


160 


1 000 


0,03 


0,05 


0,08 


0,11 


0,16 




7 800 


84,80 


84,97 


85,14 


85,30 


85,47 


1 200 


0,21 


0,29 


0,38 


0,49 


0,62 




8 000 


85,63 


85,78 


85,94 


86,10 


86,25 


1 400 


0,78 


0,96 


1,17 


1,41 


1,68 




8 200 


86,40 


86,55 


86,69 


86,83 


86,98 


1 600 


1,97 


2,30 


2,66 


3,06 


3,48 




8 400 


87,12 


87,25 


87,39 


87,52 


87,66 


1 800 


3,94 


4,42 


4,94 


5,49 


6,07 




8 600 


87,80 


87,92 


88,04 


88,17 


88,29 


2 000 


6,68 


7,31 


7,97 


8,65 


9,36 




8 800 


88,41 


88,53 


88,65 


88,77 


88,88 


2 200 


10,09 


10,84 


11,61 


12,40 


13,21 




9 000 


88,89 


89,11 


89,22 


89,33 


89,44 


2 400 


14,03 


14,86 


15,71 


16,57 


17,44 




9 200 


89,55 


89,65 


89,76 


89,86 


89,96 


2 600 


18,32 


19,20 


20,09 


20,99 


21,89 




9 400 


90,06 


90,16 


90,26 


90,35 


90,45 


2 800 


22,79 


23,70 


24,61 


25,51 


26,42 




9 600 


90,54 


90,63 


90,72 


90,81 


90,90 


3 000 


27,33 


28,23 


29,13 


30,03 


30,92 




9 800 


90,99 


91,08 


91,16 


91,25 


91,33 


3 200 


31,81 


32,70 


33,58 


34,45 


35,32 




10 000 


91,42 










3 400 


36,18 


37,03 


37,88 


38,71 


39,54 














3 600 
3 800 


40,36 

44,34 


41,18 

45,11 


41,98 

45,87 


42,78 

46,62 


43,56 

47,36 






0 


200 


400 


600 


800 


4 000 


48,09 


48,81 


49,53 


50,23 


50,92 




10 000 


91,42 


91,81 


92,19 


92,54 


92,87 


4 200 


51,60 


52,28 


52,94 


53,60 


54,25 




11 000 


93,18 


93,48 


93,76 


94,02 


94,27 


4 400 


54,88 


55,51 


56,13 


56,74 


57,34 




12 000 


94,50 


94,73 


94,94 


95,14 


95,33 


4 600 


57,93 


58,51 


59,09 


59,65 


60,21 




13 000 


95,51 


95,68 


95,84 


96,00 


96,14 


4 800 


60,66 


61,30 


61,83 


62,35 


62,87 




14 000 


96,29 


96,42 


96,54 


96,67 


96,78 


5 000 


63,38 


63,88 


64,37 


64,85 


65,33 




15 000 


96,89 


97,00 


97,10 


97,19 


97,29 


5 200 


65,80 


66,26 


66,72 


67,16 


67,60 




16 000 


97,37 


97,46 


97,54 


97,62 


97,69 


5 400 


68,04 


68,46 


68,88 


69,30 


69,70 




17 000 


97,77 


97,83 


97,90 


97,96 


98,02 


5 600 


70,11 


70,50 


70,89 


71,27 


71,65 




18 000 


98,08 


98,14 


98,19 


98,24 


98,29 


5 800 


72,02 


72,38 


72,74 


73,09 


73,44 




19 000 


98,34 


98,38 


98,43 


98,47 


98,51 


6 000 


73,78 


74,12 


74,45 


74,78 


75,10 




20 000 


98,55 










6 200 


75,41 


75,72 


76,03 


76,33 


76,63 




30 000 


99,53 










6 400 


76,92 


77,21 


77,49 


77,77 


78,05 




40 000 


99,78 


Utilisation : 






6 600 


78,32 


78,59 


78,85 


79,11 


79,36 




50 000 


99,89 


X T = a + b 






6 800 


79,61 


79,86 


80,10 


80,34 


80,58 




60 000 


99,93 










7 000 


80,90 


81,04 


81,26 


81,47 


81,70 




70 000 


99,96 


Exemple 


: = 2720 urn. K 




7 200 


81,92 


82,13 


82,34 


82,55 


82,75 




80 000 


99,97 




se lit a 2600 + 120 




7 400 


82,95 


83,15 


83,34 


83,53 


83,72 




90 000 


99,98 




d ou ! F o_x,T — 20,99 % 


7 600 


83,91 


84,09 


84,27 


84,45 


84,62 




100 000 


99,98 
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Transjerts et echangeurs de chaleur 



A.3.3 : Facteurs de forme geometrique de rayonnement 



Configuration 



Surface elementaire 
parallele a un plan 
rectangulaire 



Schema 

WdA! 



c/ A 2 



Valeur du facteur de forme 

B C 

, tan 

_ J_ Vl + B 2 Vl + B 2 

1A1-A2 r r 

2 K + tarT 1 —= 

_ Vi + c 2 Vi + c 2 



Source lineaire 
parallele a un plan 
rectangulaire 



Source lineaire 
parallele et plan 
rectangulaire se 
coupant avec 
un angle <j> 




a 2 /b 




/1+B tan" 



7i B , BC t _ 

+ , tan 

L ^fuc I 



-tan l (C)\ 



B = — , C = — 



_ lT3 sin 2 (|) B 2 +X 2 

tan 1 B + -In — 



2B 2 



2B L(l + B 2 )x 2 

sin 2d) 7 i . _i f C - cos (b 
(|> + tan 1 - 

V sin § 



_1 


^C-cosd)^ _! 


f aM 

cos (p 


tan 


+tan 




V Y ) 


Y J. 



. C cos (b-l _t f B | 
x cos 9 + tan — 

x vxy 

B = -,C = -,X = VC 2 -2Ccos<|) + l , Y = Vb 2 +sin 2 <|> 



Deux plans parallels 
rectangulaires de 
meme aire 



Deux bandes 
paralleles infinies de 
largeurs differentes 





A ly /r a 2 



" 1 , f XY 'i 2 Vx C 

In + tan 1 

1 BC VX + Y-lJ B lVx 



7i 2vY _i ( B ] 2 _i / x 2 _i / x 

H tan 1 tan '(B) tan '(C) 

_ c IVy J c b 

B = — ,C = — ,X = l + B 2 ,Y = 1 + C 2 



F ai-a 2 = — [a/(B + C ) 2 +4 - V(C-B) 2 +4 
2B 

F A 2 -ai = — [a/(B + C) 2 +4-V(B-C) 2 +4^ 



F A 1 -A 2 = F A 2 -A 1 =-KB +1-1 sib = C 
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A.3.3 : Facteurs de forme geometrique de rayonnement 



Configuration 



Schema 



Valeur du facteur de forme 



Deux plans 
rectangulaires 
perpendiculaires 
ayant un cote 
commun 




n B 



It, 



(l + B 2 )(l + C 2 )" 



B 2 (l + B 2 +C 2 ) 

L i+b 2 +c 2 J[(i+b 2 )(b 2 +c 2 )J 

C 2 (l + B 2 +C 2 ) C 
_(i+c 2 )(b 2 +C 2 )_ 

+ Btan“‘ — + Ctan _1 — -Vb 2 +C 
B C 



tan 1 



B = — , C = — ; F 



A 1 -A 2 



1 + --J1 + 

b V 






VB 2 +C 2 



SI H — > oo 



Deux plans identiques 
ayant un cote commun 




F A1-A2 F A2-A1 “ ' Sltl 



Deux rectangles 
perpendiculaires 



Ai 


A2 




1 A 4 

krrrrrrrrrri 




F l- 6 =- 



2 A, 



(Aj + A 2 +A 3 + A 4 ) Fj 



- A 5 F 5- 13 



— [(a 3 +a 4 )f 

2 A. 



- A F 

4 1234-56 ^6 A 6-24 



, A 5 F 5 _ 3 



34-56 6 6-4 



Deux rectangles 
paralleles 




1-7 



4 A, 




4 A, 



A F + a F 

^1234 r 1234-5678 ^^1 r l -5 

v + A 2 F 2 _ 6 + A 3 F 3 _ 7 +A 4 F 4 _ g y 



A F + A F 
^12 r 12-56 ^^14 r 14-58 

A F + A F 

V ^34 1 34-78 ^^23 1 23-67 J 



Un plan rectangulaire 
et un cylindre a axe 
situe dans le plan 
median au rectangle 




9 Y/2 

^Al-A2 = 1 

Y 0 



X 



X 2 +p 2 ti(x 2 +P 2 ) 



-fw 

V V ) 2Z 



w 



+ Wsin“ 



vVx 2 +p 2 

/ \ 

1 



a/xTp 2 



71 V 



J ^ J J 



dP 



X = — ,Y = — ,Z = — ,V = X 2 +Z 2 +p 2 -l,V = Z 2 -X 2 -p 2 +l 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



A.3.4 : Epaisseurs de gaz equivalentes vis-a-vis du rayonnement 



Geometrie du volume 


Dimension caracteristique 


4 V/S 


^equivalent 


Hemisphere rayonnant vers son 
centre 


Rayon R 


R 


R 


Sphere rayonnant vers sa surface 


Diametre D 


2/3 R 


2/3 D 


Cylindre de hauteur egale au 
diametre rayonnant vers le centre 
de la base 


Diametre D 


0,77D 


0,71 D 


Cylindre infini rayonnant vers sa 
surface 


Diametre D 


D 


0,95 D 


Cylindre semi-infini rayonnant vers 
le centre de sa base 


Diametre D 


D 


0,90 D 


Cylindre semi-infini rayonnant vers 
toute la base 


Diametre D 


D 


0,65 D 


Cylindre de hauteur egale au 
diametre rayonnant vers toute la 
surface 


Diametre D 


2/3 D 


0,60 D 


Lame a faces paralleles 


Epaisseur d 


2d 


1,80 d 


Cube rayonnant vers une face 


Cote d 


2/3 d 


0,60 d 


Parallelepipede rectangle 1 x 1 x h : 








Rayonnement vers toutes les faces 
Rayonnement vers 1 x 1 
Rayonnement vers 1 x h 


Plus petit cote d 


8/9 d 


0,81 d 
0,71 d 
0,82 d 


Volume de gaz autour d’un 
faisceau de tubes et rayonnant sur 
un seul tube : 








Disposition en triangle 
equilateral : 

P = 2 D 
P = 3 D 


Diametre D du tube 
Pas p entre centres des 
tubes 


3,4 (p-D) 
4,45 (p-D) 


3 (P-D) 
3,8 (p-D) 


Disposition en carre 
P = 2 D 




4,1 (p-D) 


3,5 (p-D) 
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Annexes 



A.4.1 : Correlations pour le calcul des coefficients de transfert en convection 

forcee 



Caracteristiques du fluide calculee a 0 f 



Qp + 000 
2 



Geometrie 



Correlation 



Nu(x) : Nu a la distance x du bord du plan 
Nul : Nu moyen sur la longueur L du plan 



Ecoulement sur un 
plan 



Ecoulement turbulent : 

Nu(x) = 0,0288 Re(x) 0,8 Pr 1/3 
Nul = 0,035 Re L °' 8 Pr 1/3 



Re > 5.10 s et Pr>0,5 



Ecoulement laminaire : 

Nu(x) = 0,324 Re(x) 0 ' 5 Pr 1/3 
Nul = 0,628 Re L °’ 5 Pr 1/3 



Re < 5.10 s et 



10 > Pr> 0,5 



Ecoulement turbulent : Nu = 0,023 Re 0,8 Pr n 



Ecoulement dans un 
tube 



n — 0,3 Si Ofluide > Oparoi 

^ 0,4 Si Ofluide ^ Oparoi Re > 5000 et 0,6 < Pr < 1 00 



Re calcule pour D H = 4S / P ou : S = section de passage du fluide 

P = perimetre de contact fluide/paroi 



Ecoulement laminaire : Nu = 1,86 (Re Pr) 



, 1/3 



D 'I 


1/3 


U) 


L J 




J 



0,14 



Valable pour Re Pr — > 10 , p p calcule a 0 P 



Nu = C Re n Pr 1/3 , vitesse u„ calculee en amont du tube 



Ecoulement 
perpendiculaire a un 
cylindre circulaire 



Re 


C 


n 


0,4-4 


0,989 


0,330 


4-40 


0,911 


0,385 


40 - 4000 


0,683 


0,466 


4000 - 40000 


0,193 


0,618 


40000 - 250000 


0,0266 


0,805 



Ecoulement 
perpendiculaire a un 
cylindre non circulaire 



Geometrie 


Re 


c 


n 


^ i d 


5 1 0 3 - 1 0 5 


0,102 


0,675 




4 1 0 3 — 1,5 10 4 


0,228 


0,731 


^ fT d 
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Transjerts et echangeurs de chaleur 



A.4.1 : Correlations pour le calcul des coefficients de transfert en convection 

forcee 



Caracteristiques du fluide calculee a 0 f = 



0 p + 0„ 



Geometrie 



Correlation 



C Re n Pr 1/3 , vitesse u* calculee en amont du tube 



Ecoulement 
perpendiculaire a un 
faisceau de 10 tubes 



d 


C 


n 


C 


n 


C 


n 


C 


n 




Disposition en ligne 


1,25 


0 , 

38 

6 


0,592 


0,305 


0,608 


0,111 


0,704 


0,070 


0,752 


1,5 


0,407 


0,586 


0,278 


0,620 


0,112 


0,702 


0,075 


0,744 


2,0 


0,464 


0,570 


0,332 


0,602 


0,254 


0,632 


0,220 


0,648 


3,0 


0,322 


0,601 


0,396 


0,584 


0,415 


0,581 


0,317 


0,608 



Disposition en quinconce 



0, 

6 


- 


- 


- 


- 


- 


- 


0,236 


0,636 


0,9 


- 


- 


- 


- 


0,495 


0,571 


0,445 


0,581 


1,0 


- 


- 


0,552 


0,558 


- 


- 


- 


- 


1,125 


- 


- 


- 


- 


0,531 


0,565 


0,575 


0,560 


1,25 


0,575 


0,556 


0,561 


0,554 


0,576 


0,556 


0,579 


0,562 


1,5 


0,501 


0,568 


0,511 


0,562 


0,502 


0,568 


0,542 


0,568 




! | i 

Disposition en ligne 



i “ -0 “ ! 

i . i 

-0X0- 

T-c^-T 

Disposition en quinconce 



Ecoulement 
perpendiculaire a un 
faisceau de n 
rangees de tubes 
(n< 10) 



Nombre rangees 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


N en ligne 


0,64 


0,80 


0,87 


0,90 


0,92 


0,94 


0,96 


0,98 


0,99 


1,0 


N en quinconce 


0,68 


0,75 


0,83 


0,89 


0,92 


0,95 


0,97 


0,98 


0,99 


1,0 





Annexes 



A.4.2 : Correlations pour le calcul des coefficients de transfert en convection 

naturelle 



Correlations valables pour tous fluides : Nu = C (Gr Pr) m 


Geometrie 


Gr Pr 


C 


m 


Plaques et cylindres verticaux 


1 0 4 - 1 o 9 
10 9 - 10 13 


0,59 

0,021 


1/4 

2/5 


Cylindres horizontaux 


10' 10 - 10' 2 
1 0' 2 - 1 o 2 
10 2 - 10 4 
10 4 - 10 7 
10 7 - 10 12 


0,675 

1,02 

0,850 

0,480 

0,125 


0,058 

0,148 

0,188 

0,25 

0,33 


Face superieure d’une plaque chaude ou 
face inferieure d’une plaque froide 


2.10 4 - 8.10 6 
8. 10 6 - 10 11 


0,54 

0,15 


0,25 

0,33 


Face inferieure d’une plaque chaude ou 
face superieure d’une plaque froide 


10 5 - 10 11 


0,27 


0,25 


Cellule fermee rectangulaire inclinee 

Convection \ 

\ Tl < Tz 


1 

1 

] 


Mu = 1 + 1,44 

^ Gr Pr cos 4 
[ 5830 

Mu = (sin (p)/ 
Mu = 1 + [Nu 


f 1708 M 1708 (sin(l ,8 ^) 1,6 )l ( 

v Gr Pr cos cp J Gr Pr cos cp 

V\A 1 

-1 si 0 <cp<cp* 

J 

”4 Nu(90°) si cp* <cp< 90° 

(90°) - l] sin (p si 90° <^<180° 

Avec cp* = tan " 1 (4800 Pr) 


Relations simplifiees pour de I’air a pression atmospherique 


Geometrie 


Laminaire 
10 4 < Gr Pr > 10 9 


Turbulent 
Gr Pr > 10 9 


Plaque ou cylindre vertical 


/ 

h = 1 ,42 

V 


AO^j 

. L J 


1/4 


h = 1,31 (A0 ) 1/3 


Cylindre horizontal 


h = 1,32 1 


'AO/ 

.dJ 


1/4 


h = 1,24 (Ae ) 1/3 


Face superieure d’une plaque horizontale 
chaude ou face inferieure d’une plaque 
froide 


h = 1,32 1 


AO/ 

. L J 


1/4 


h = 1,52 (A 6) 1/3 


Face inferieure d’une plaque chaude ou 
face superieure d’une plaque froide 


h = 0,59 1 


„ L, 


) l/4 
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EXERCICES 



Trans fert de chaleur par conduction 

1. Une resistance electrique de trts grande longueur, de rayon R = 3 mm, est constitute d’un fil dont la 
resistivite vaut 70 pQ/cm. Elle est plongee dans un bassin d’huile en circulation qui maintient la surface du 
fil a 50°C. Evaluer la temperature maximale dans le fil (cuivre) si le courant qui le traverse a une intensite 
I = 200A. 

2. Un fusible est constitue d’un fil cylindrique en plomb de rayon r et de longueur L traverse par un courant 
d’ intensite I. Le fil est enferme dans une capsule remplie d’un isolant thermique. Ses deux extremites sont 
serties dans des plots metalliques massifs qui sont a une temperature T 0 constante (ambiante). 

a) Donner 1’ expression de la temperature le long du fil. 

b) Determiner le diametre du fil pour qu’il fonde pour une intensite tgale a 5 A. 

Donnees : X = 34 W m 1 °C 1 ; I = 5 A ; p = 22,1 pQ.cm ; L = 5 cm ; T 0 = 25°C ;T rusion = 328°C. 

3. Une ailette en aluminium de longueur 7,5 cm et d’epaisseur 3 mm est encastree dans un mur. La base de 
l’ailette est maintenue a 300°C, la temperature ambiante est de 30°C et le coefficient de transfert est de 
10W m" 2 °C _1 . Calculer son efficacite et le flux extrait. 

4. Des ailettes en aluminium de longueur 1,5 cm et d’epaisseur 1 mm sont disposees sur un tube de 2,5 cm de 
diametre pour le refroidir. La temperature de surface du tube est de 170°C et la temperature ambiante est de 
25°C. Calculer le flux transfere si h = 130 W m" 2 °C _1 . 

5. La paroi d’un tunnel de congelation est constitute par : 

- un enduit ciment ei = 2 cm, = 0,9 W m" 1 °C _1 

- une epaisseur de parpaing e 2 = 20 cm, = 0,7 W m" 1 °C _1 

- une couche de polystyrene e 3 = 24 cm, ^ 3 = 0,033 W m" 1 °C _1 

- un enduit ciment e 4 = 2 cm, - 0,9 W m" 1 °C _1 

La temperature de fair exterieur est de 35 °C, la temperature a l’interieur du tunnel est de -40°C. Les 
coefficients de transfert de chaleur par convection air/paroi ont pour valeurs respectives 20 W m" 2 °C _1 a 
1’ exterieur et 8 W m" 2 °C _1 a l’interieur. 

Calculer : 

a) Le coefficient global d’echange thermique h. 

b) Le flux de chaleur par unite de surface cp. 

c) Les temperatures de surface interieure et exterieure de la paroi. 

6. Une paroi de chambre froide est constitute par : 

- Un mur de briques creuses ei = 10 cm, Xi = 0,5 W m" 1 °C _1 

- Un isolant en polystyrtne expanst e 2 , A, 2 = 0,03 W m" 1 °C _1 

- Un enduit inttrieur e 3 = 3 cm, A, 3 = 1,2 W m" 1 °C _1 

Les coefficients de convection sont : hi = 7 W m" 2 °C _1 et h e = 10 W m" 2 °C _1 . Les temptratures de part et 
d’autre de la paroi sont : 0i = -10°C et 0 e = +30 °C. 

a) Calculer l’tpaisseur d’ isolation a mettre en place de fa$on a limiter la puissance thermique transmise 
par unit t de surface a 10 W m" 2 . 

b) La surface de la paroi est tgale a 40 m 2 , calculer la puissance thermique transmise. 

c) Calculer la quantitt de chaleur qui traverse cette paroi en 24h. 

7. a) Dtterminer l’tpaisseur minimale d’isolation permettant d’tviter la condensation sur la surface exttrieure 
d’un bac a eau glacte. 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



Les conditions sont les suivantes : 

- temperature eau du bac +2°C. 

- temperature du local +30°C. 

- humidite relative du local 40%. 

- isolant X = 0,047 W m" 1 °C _1 . 

- coefficient de convection externe h e = 8 W m" 2 °C _1 . 

- coefficient de convection interne hi = 200 W m" 2 °C _1 . 

Nota : on negligera la tole de I’enveloppe. 

b) Sachant que l’on desire maintenir un flux de chaleur surfacique de 9 W m" 2 , quelle sera 1’ epaisseur 
d’ isolant reellement mise en place ? 

8. De la vapeur d’eau a 240°C circule a 1’ interieur d’un tuyau en acier. Ce tuyau est isole par une couche de 
laine minerale de 80 mm d’ epaisseur. La temperature de fair ambiant est egale a 20°C. La longueur du 
tuyau est de 30 metres. 

Calculer la quantity de chaleur perdue en une heure. Le regime est suppose permanent. 

Donnees : 

- Diametre interieur du tuyau dj = 120 mm, epaisseur e = 5 mm. 

- Conductivity thermique laine minerale : X\ = 0,098 W m" 1 °C _1 . 

- Coefficient de convection externe h e = 14 W m" 2 °C _1 . 

- Coefficient de convection interne hi = 1 1 600 W m" 2 °C _1 . 

9. Les murs d’une piece climatisee sont constitues par : 

- un enduit ciment ei = 2 cm, X\ = 1 kcal h" 1 m" 1 °C _1 

- une epaisseur d’agglomeres pleins e 2 = 10 cm, X 2 = 1,2 kcal h" 1 m" 1 °C _1 

- une couche de carreaux de platre e 3 = 5 cm, X 2 = 0,4 kcal h" 1 m" 1 °C _1 

- un enduit platre e 4 = 1,5 cm, X 4 = 0,4 kcal h" 1 m" 1 °C _1 

La temperature exterieure est de 35°C, la temperature interieure est maintenue a 22°C. Les coefficients de 
transfert de chaleur externe et interne ont pour valeur respectives h e = 10 W m" 2 °C _1 et hi = 5 W m" 2 °C _1 . 

a) Calculer la densite de flux de chaleur 4>i entrant dans la piece. 

b) On intercale dans le mur une couche de 4,5 cm de laine de verre. Calculer la nouvelle valeur § 2 de la 
densite de flux. 

c) De combien (en %) ont ete reduit les apports de chaleur ? 

d) II est admis par les physiologistes que, dans le cas des murs, l’ecart de temperature entre le milieu 
ambiant est la paroi interne du mur doit etre inferieur a 3°C pour que l’echange de chaleur par 
rayonnement entre notre corps et la paroi s’effectue normalement, sans impression de froid ni de 
chaud, quelle que soit la temperature interieure. Montrer que seule la paroi isolee thermiquement 
permet d’obtenir le confort thermique. 

10. Une conduite d’eau a 60°C de 40 mm de diametre exterieur et de 50 m de long est placee dans une ambiance 
a 35°C. On veut reduire ses pertes de chaleur a 500 kcal/h grace a une couronne isolante en mousse de 
polyurethane. Calculer V epaisseur a donner a cette couronne. 

1 1 . Une paroi plane est constitute d’un materiau homogene dont le coefficient de conductivity thermique peut 
etre represente par : X = X 0 (1 +a0), A,o etant la conductivity thermique a 0°C. Les faces sont soumises aux 
temperatures 0i et 0 2 . 

a) Quelle est la densite de flux de chaleur traversant le mur d’ epaisseur e ? 

b) Comment varie la temperature en fonction de x ? 

c) Le flux est-il inferieur ou superieur a celui calcule avec X = X 0 ? 

Donnees : 6, = 20°C ; 0 2 = 35°C ; a = 0,005 °C' ; Xq = 0,03 kcal h' 1 m' 1 °C'' ; e = 20 cm. 

12. Un tube cylindrique en acier inoxydable de 2 cm de diametre interieur et de 5 cm de diametre exterieur est 
recouvert d’une couche de 3 cm de laine de verre. Calculer le flux perdu par metre de longueur si la face 
interne de l’isolant est a 300°C et sa face externe a 100°C. 

13. Soit un tube cylindrique de rayon interne ri et de rayon externe r 2 constitue d’un materiau de conductivity 
thermique %. Supposons que Ton veuille l’isoler avec un manchon de rayon externe r 3 et de conductivity 
thermique X 2 . Soient hi et h e les coefficients de transfert interne et externe. 
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a) Calculer la resistance thermique du tube seul. 

b) Calculer la resistance thermique de 1’ ensemble tube + manchon. 

c) Determiner les conditions pour lesquelles l’adjonction d’un manchon permet bien de diminuer les 
pertes thermiques. 

Donnees : r 2 = 1,5 cm ; X 2 = 0,1 W m' 1 °C' ; h e = 6 W m' 2 °C' 

14. On considere une chambre froide cubique de cote interieur 1 = 3 m a une temperature interieure de -18°C. 
Les parois sont constitutes de 15 cm de polystyrene et de 10 cm de beton. La temperature exterieure est de 
35°C, les coefficients de transfert interne et exteme valent respectivement h e = 15 W m" 2 °C _1 et hi = 10 m" 2 
°C _1 . En supposant que le sol est parfaitement isole, calculer le flux de chaleur entrant dans T enceinte. 

15. Une piece en acier de grandes dimensions est initialement a la temperature uniforme de 35°C. On soumet la 
piece a un flux de chaleur : 

a) en augmentant brutalement la temperature de surface a 250°C. 

b) par un flux de densite constante : § = 3,2. 10 5 W m 2 . 

Calculer dans les deux cas la temperature a une profondeur de 2,5 cm au bout de 30 secondes. 

16. Une piece en aluminium de grandes dimensions est a la temperature uniforme de 200°C. On abaisse 
brutalement sa temperature de surface a 70°C. Quelle est la chaleur perdue par unite de surface par la piece 
quand la temperature a une profondeur de 4 cm a chute de 120°C ? 

17. Un cylindre semi-infmi en aluminium de diametre ( cm est initialement a la temperature uniforme de 
200 °C. On lui impose brutalement un coefficient de transfert de convection de 525 W m" 2 °C _1 dans un 
milieu a 70°C. Calculer la temperature a un rayon de 1,25 cm eta 10 cm de Textremite du cylindre au bout 
d’une minute. 

18. Le traitement thermique d’un train d’atterrissage consiste a refroidir rapidement la piece pour obtenir une 
structure metallique et des caracteristiques mecaniques satisfaisantes. On sait par ailleurs que la structure 
obtenue est satisfaisante pour tout point ayant atteint ou depasse une vitesse de refroidissement critique de 
800 °C s" 1 au voisinage de 250 °C. Quelle est Tepaisseur de la couche traitee thermiquement si Ton admet 
que le refroidissement est realise en imposant une temperature constante de 20°C a la surface de la piece 
initialement portee a la temperature uniforme de 470°C ? La piece est en aluminium et on l’assimilera a un 
cylindre de 60 cm de diametre et de 3 m de haut . On abordera les calculs en supposant Tepaisseur de la 
couche traitee tres petite devant le rayon du cylindre (on verifiera cette hypothese a posteriori). 

19. Deux tubes sont enterres dans le sol et maintenus respectivement a 300°C et a 125°C. Leurs diametres sont 
de 8 cm et de 16 cm, la distance entre leurs axes est de 40 cm. Calculer le flux echange par metre de 
longueur si la conductivity thermique de la terre est de 0,7 W.m'^C" 1 . 



Transfert de chaleur par rayonnement 



20. En supposant que le soleil rayonne comme un corps noir a la temperature de 5762 K et en ne considerant 
que les echanges radiatifs Terre / Soleil : 

a) Calculer la fraction de flux emise dans le domaine du rayonnement visible. 

b) Calculer Teclairement solaire sur 1 m 2 de la surface de la terre. 

c) Calculer la temperature moyenne de la terre. 

Donnees : Rayon du Soleil : 696 700 km ; Distance Terre / Soleil : 149 637 000 km. 

21. Quel est le flux de chaleur par metre de longueur que regoit un tube en metal de 8 cm de diametre exterieur a 
200°C place dans un tunnel en briques refractaires a 1200°C, ce tunnel ayant une section 

a) Tres grande par rapport au diametre du tube. 

b) Carree de 12 cm de cote. 

22. Quelle erreur commet-on en utilisant pour mesurer le rayonnement total d’une source de temperature 2780K 
un detecteur de pouvoir absorbant voisin de 1 dans la bande spectrale 0,8 - 5 pm et nul en dehors de cette 
bande ? La source sera assimilee a un corps noir. 
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23. Une plaque de verre de 100 cm 3 est utilisee pour observer le rayonnement provenant d’un four. Le facteur 
de transmission du verre est nul excepte dans la bande 0,2 a 3,5 pm ou il vaut 0,8. Le facteur d’ emission est 
pris egal a 0,3 jusqu’a 3,5 pm et 0,9 au-dela. En admettant que le four est un corps noir a 1800°C, calculer 
l’energie totale absorbee par le verre et l’energie transmise. 

24. Deux surfaces cylindriques coaxiales tres longues, grises et diffusantes ont les caracteristiques suivantes : 

- Si : rayon R x = 0,20 m ; £i = 0,25 ; 0i = 500°C. 

- S 2 : rayon R 2 = 0,40 m ; c 2 = 0,80 ; 0 2 - 60°C. 

a) Calculer le flux net radiatif echange par metre de longueur des cylindres. 

b) On interpose entre Si et S 2 un ecran noir S 3 de rayon R 3 = 0,3 m. Calculer la valeur du nouveau flux et 
de la temperature 0 3 de S 3 . 

c) Que deviennent ces resultats si l’ecran est maintenant suppose gris et diffusant ? 

25. Une plaque en aluminium poli est exposee sur une face a un ensoleillement de 800 W m" 2 , V autre face etant 
parfaitement isolee. Evaluer la temperature d’equilibre de la plaque : 

a) En considerant uniquement ses pertes radiatives avec un environnement a 35°C. 

b) En supposant de plus que la plaque echange de la chaleur par convection avec l’exterieur avec un 
coefficient d’echange h = 15 W m" 2 °C _1 . 

c) Reprendre les questions a) et b) si la plaque est recouverte d’une couche de peinture noir mat (c = 0,9). 

26. Un local parallelepipedique de dimensions 6 x 4,5 m au sol par 3 m de hauteur est chauffe par son plancher 

porte a 35°C. Les murs et le plafond etant a 20°C, evaluer le flux net echange : 

Entre le plancher et un element de surface de 1 m 2 place au centre du plafond. 

Entre le plancher et le plafond. 

Entre le plancher et f ensemble des murs et du plafond. 

27. Le local de fexercice precedent a maintenant des murs parfaitement isoles. Le sol est a 35°C, le plafond a 
20°C. Calculer le flux radiatif net echange entre le plancher et le plafond ainsi que la temperature, supposee 
uniforme, de la surface interieure des quatre murs verticaux. 

28. Influence du rayonnement sur les mesures de temperature. 

a) Un thermometre de diametre d t ayant une emissivite s t = 0,8 est utilise pour mesurer la temperature d’un 
gaz transparent s'ecoulant dans une grande conduite dont les parois sont a 250°C. La temperature reelle 
du gaz est 500°C. 

b) Calculer la temperature indiquee par le thermometre sachant que le coefficient d'echange convectif est 
de 122 Wm 2o C'. 

c) Recalculer cette temperature si le thermometre est recouvert de papier d’aluminium d’emissivite 0,1. 

d) On considere maintenant que le thermometre precedent est protege contre le rayonnement par un ecran 
cylindrique mince de diametre d e = 4 d t et de facteur d' emission c e = 0,3. En admettant pour T p , T g , 
s t et h c les memes valeurs numeriques qu’en a) et pour h e (coefficient de transfert par convection sur 
chaque cote de l’ecran) la valeur 1 14 W m" 2 C" 1 , evaluer la nouvelle valeur de la temperature indiquee 
par le thermometre. 

29. Un melange de 40% de C0 2 et 60% de H 2 0 en volume est contenu dans une enceinte cubique de 1 m de 
cote, le melange est a 1 atm et a 800 K. Les parois de l’enceinte sont a 400 K et ont une emissivite e p = 0,8. 
Calculer le flux de refroidissement necessaire pour maintenir les parois a 400 K. 



Transfert de chaleur par convection 



30. Un fluide s’ecoule parallelement a une paroi plane de 0,4m de long et de 0,1m de large. Hors de la couche 
limite, la vitesse est de 1 m.s" 1 et la temperature du fluide est superieure de 20°C a la temperature de la paroi 
supposee constante. 

a) Calculer et comparer les coefficients de transfert de convection locaux obtenus pour fair et pour l’eau 
en x = 0,1 m . 
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b) Calculer les coefficients de transfert de convection moyens obtenus pour fair et pour l’eau entre x = 0 et 
x = 0,1 m . 

c) Calculer les coefficients de transfert de convection (local et moyen) obtenus en x = 0,2m avec de l’eau 
circulant a la vitesse de 10 m.s" 1 . Comparer avec les coefficients obtenus en x = 0,2m pour une vitesse 
d’ecoulement d’eau de lm.s" 1 . 

d) Calculer la force locale et moyenne exercee par le fluide sur la paroi en x = 0,2m dans le cas d’un 
ecoulement d’eau a une vitesse de 1 m.s" 1 . 

e) Quelle devrait-etre la vitesse de circulation de fair pour que le regime deviennent turbulent sur la 
paroi ? 

31. De l’eau a 60°C circule dans un tube de verre. 

a) Tracer la courbe donnant les variations du coefficient de transfert par convection h en fonction du 
diametre du tube, celui-ci variant de 10 a 50 mm, le debit etant maintenu constant a 1,8.1 O' 4 m 3 s' 1 . 

b) L’eau, dans les memes conditions de temperature et de debit circule maintenant dans l'espace annulaire 
compris entre deux tubes de diametres respectifs 20/27 mm. Determiner le coefficient h' au niveau de la 
paroi interne du tube exteme. Comparer au coefficient h relatif a la circulation dans un tube de diametre 
tel que la vitesse de l'eau soit la meme que ci-dessus. 

32. De fair penetre dans un tuyau de section carree, de cote 15 cm et de 9 m de longueur. L’air entrant est a une 
temperature de 32°C et a une pression de 1 atm. La temperature des parois est de 65°C. Le debit d'air est de 
0,25 kg.s" 1 . 

Calculer la temperature de fair a la sortie. 



33. De fair circule dans un conduit rectangulaire de largeur 1 m, de hauteur 10 cm et de longueur 6 m. La 
vitesse de fair est de 2 m.s" 1 , sa temperature de 3 0°C. 

a) Calculer le coefficient de transfert par convection h entre fair et la paroi superieure du conduit. 

b) Calculer le flux echange avec la paroi superieure si celle-ci est maintenue a 50°C et si les autres parois 
sont parfaitement isolees. 



34. Une conduite en acier inoxydable de diametre interieur di = 30 mm et de diametre exterieur d e = 40 mm est 
parcourue par un courant d’eau a la vitesse moyenne de 3 m.s" 1 et a la temperature de 80°C. Sa paroi interne 
est recouverte d’un mince depot conduisant a une resistance thermique de 2.10" 3 m 2 . 0 C.W _1 appelee 
resistance thermique d’encrassement. A 1’ exterieur du tube d’ acier circule normalement a la conduite de l’air 
a la vitesse de 8 m.s" 1 et a la temperature de 20°C. 

a) Calculer les coefficients d’ echange par convection interieur hi et exterieur h e . 

b) Calculer chaque resistance thermique separant l’eau et l’air et donner le schema electrique equivalent. 

c) Calculer la temperature sur la partie exteme du depot et sur les parois extemes et internes du tube 
d’ acier. 

d) Calculer le refroidissement subi par l’eau apres un parcours de 10m dans le tube si la temperature de 
l’air reste constante. Qu’en pensez-vous si le but est de refroidir l’eau (radiateur de voiture) ? 



35. De 

a) 

b) 



c) 



d) 



fair a 16°C est au contact d’une plaque plane verticale de hauteur L maintenue a 60°C. 

Tracer la courbe donnant les variations du coefficient de convection naturelle h c avec la hauteur L de 
la plaque dans le domaine 0 - 1 m. 

Comparer les valeurs de h ainsi trouvees avec celles que formules approchees suivantes applicables 
pour de fair a temperature ordinaire et a la pression atmospherique normale : 
laminaire : h c = 1,42 (AT / LJ 0,25 

turbulent : h c = 1,31 (AT/ 0,33 

Pour les memes conditions de temperature (on suppose les parois de fenceinte a 16°C), on 
determinera le coefficient superficiel de rayonnement h r en fonction de s p , coefficient total d’ emission 
de la plaque. 



Pour une plaque de hauteur L = 0,6 m, on tracera la courbe - = f (e p ) . Conclusion ‘ 

h n 



36. Une theiere a la forme d’un cylindre de 10cm de diametre et de 20cm de hauteur. Elle contient de l’eau 
bouillante a 100°C. La temperature des parois de la theiere sera supposee egale a 100°C, la temperature du 
milieu environnant est de 27°C. On supposera que les pertes thermiques par le fond de la theiere sont 
negligeables, l’emissivite des parois sera prise egale a 0,8. 

a) Calculer le flux de chaleur perdu par convection naturelle. 

b) Calculer le flux de chaleur perdu par rayonnement. 
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c) Reprendre le calcul si la theiere est reflechissante d’emissivite 0,1. 

d) Reprendre le calcul si les parois sont constitutes de deux cylindres metalliques co-axiaux d’emissivite 
0,1 et de diametre respectifs 0,2m et 0,21m (type vase Dewar). On a realise un vide pousse entre les 
deux cylindres qui permet d’abaisser le coefficient de convection a 0,5 W.m" 2 .°C _1 . On considerera que 
la temperature de la paroi exteme est peu differente de la temperature du milieu environnant. On 
justifiera cette hypothese a posteriori. 

37. Le mur d’une maison a 6 m de haut et 10 m de long. Sous fechauffement du soleil, sa temperature de paroi 
atteint 40°C. La temperature ambiante exterieure etant de 20°C, calculer le flux net echange par convection 
naturelle entre le mur et l’exterieur. 

38. Determiner le coefficient d'echange vapeur-paroi lors de la condensation de 60 kg h" 1 de vapeur d’un 
fluide synthetique pour le transfert de chaleur sur un tube de 60 mm de diametre exterieur et 1,5 m de long. 
Le fluide a les caracteristiques suivantes a la temperature de paroi (264°C) : 

>, = 0,15 kcal.h'VC' 1 ; \i = 0,3.10' 3 PI ; p = 850kg.m' 3 ; AH = 60 kcal.kg' 1 
Temperature de rosee : 320°C. 

On determinera h successivement pour un tube vertical et pour un tube horizontal. 



Les echangeurs de chaleur 



39. On considere un echangeur tubulaire simple constitue de deux tubes cylindriques coaxiaux de 
caracteristiques suivantes : 

- Tube interieur : rayons r x = 1,5 cm et r 2 = 1,75 cm, X = 0,67 W.nT^C" 1 . 

- Tube exterieur : rayon r 3 = 2,1 cm 

Les tubes sont parcourus par de l’eau. Les debits interieurs et exterieurs sont respectivement 200 kgh" 1 et 

1000 kg h" 1 . Les temperatures d’entree de l’eau sont 60°C et 25°C, l’eau chaude circule dans le tube 

interieur. 

a) Calculer le coefficient global d’echange h de T echangeur. 

b) Calculer l’efficacite de cet echangeur dans le cas d’une utilisation a co-courant puis a contre-courant. 

Donnees : L= 1,5 m ; 0i e = 60°C ; 0 2e = 25°C. 

40. De l’acide sulfurique circule avec un debit de 4500 kg h" 1 dans un circuit qui comprend deux reservoirs en 
serie ou il est en contact, par agitation, avec des serpentins a contre-courant de l’acide. Sachant que le l er 
reservoir traverse par l’acide a un coefficient global de transfert hi = 1000 kcal h" 1 m" 2 °C _1 et le second un 
coefficient h 2 = 630 kcal.h' 1 .m' 2 .°C" 1 , calculer la surface totale de refroidissement. 

Donnees : 

- Acide sulfurique : c p = 0,36 kcal'kg'^C" 1 

- Les temperatures aux differents points du circuit sont indiquees dans le schema ci-apres : 




Eau a 20°C 
Acide a 45°C 



41. Du benzene a la temperature de 70°C circule avec un debit de 3000 kg.h" 1 dans un echangeur tubulaire 
simple ou il va etre refroidi par de l’eau qui entre a 15°C avec un debit de 2000 kg.h" 1 . 
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Exercices 



a) Fonctionnement a co-courant : 

- Determiner la temperature limite que Ton obtiendrait avec un echangeur de longueur infmie. 

- En s’imposant une temperature de sortie du benzene de 37°C, determiner la temperature de sortie de 
l’eau ainsi que la surface d’echange necessaire. 

b) Fonctionnement a contre-courant : 

- Pour les memes conditions de temperature, determiner la surface d’echange necessaire. 

- Calculer l’efficacite de V echangeur 

- On dispose d’un echangeur de surface identique a celle calculee en a). Calculer la temperature de 
sortie du benzene et l’efficacite dans ce cas. 

c) En utilisant ce meme echangeur de fa^on preferentielle a co-courant, quel pourcentage d’energie 
(defini par rapport a l’energie qu’on aurait pu tirer dans les meilleures conditions d’utilisation, c’est a 
dire en contre-courant) gaspille-t-on ? 

Donnees : 

benzene : c p = 0,44 kcal.kg'^C' 1 

echangeur : h = 750 kcal.h _1 .m' 2 



42. Un echangeur tubulaire a contre-courant est utilise pour chauffer 1,25 kg.s" 1 d’eau de 35 a 90°C en 
refroidissant une huile (c p = 2,0 kJ.kg' 1 .^' 1 ) de 150 a 85°C. Le coefficient global de transfert de 1’ echangeur 
est h = 850 W m" 2 °C _1 . 

On veut comparer les performances de cet echangeur avec celles de deux petits echangeurs a contre- 
courant, les circuits d’eau etant places en serie et les circuits d’huile en parallele : 



Huile a 150°C 



Eau a 35°C 




-> Eau a 80°C 



Huile a 85°C 



Le debit d’huile est le meme dans les deux petits echangeurs. Le coefficient global de transfert est 
egalement identique et vaut h = 850 W.m" 2 .°C _1 . 

Si le m 2 d’un petit echangeur coute 20% de plus que le m 2 du grand echangeur, quelle est la solution la 
plus economique : un grand echangeur ou deux petits ? 

43. Une vapeur seche et saturee circulant a l’interieur de tubes doit assurer par condensation a 108°C le 
chauffage de 6000 kg.h" 1 de benzene (c p = 0,44 kcal kg" 1 °C _1 ) de 20 a 75°C. 

a) La determination du coefficient global de transfert a 1’ entree et a la sortie du condenseur donne 
respectivement h e = 120 kcal.h' 1 .m' 2 .°C" 1 et h s = 380 kcal.h'^m^^C' 1 . Calculer la surface d’echange 
necessaire. 

b) Le coefficient global de transfert h (en kcal.h'^m^^C' 1 ) varie en fait avec la temperature du benzene 
selon les valeurs indiquees dans le tableau suivant : 



°c 


20 


25 


30 


35 


40 


45 


50 


55 


60 


65 


70 


75 


h 


120 


158 


196 


234 


256 


276 


296 


318 


332 


350 


364 


380 



- Determiner la surface d’echange necessaire. 

- En admettant cette valeur comme plus correcte, quel erreur (en pourcentage) est induite par 

1’ application de la formule utilisee en a) ? 



Yves Jannot 
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Transferts et echangeurs de chaleur 



44. Determiner pour chacun des cas suivants la surface d’echange necessaire pour refroidir en continu 
30000 kg.h" 1 d’une solution de 66°C a 39°C en utilisant 29500 kg.h" 1 d’eau de refroidissement a une 
temperature de 12°C. 

a) Echangeur tubulaire simple a co-courant 

b) Echangeur tubulaire simple a contre-courant 

c) Echangeur de type 1-2 

d) Echangeur de type 2-4 

e) Echangeur a courants croises a 2 fluides non brasses. 

Donnees : c pso i ut ion = 0,9 kcal.kg'^C' 1 ; coefficient global de transfert : h = 2100 kcal.h^.m'^C' 1 

45. L’air vicie extrait d’un batiment a 20°C a raison de (50 000 kg h" 1 traverse un echangeur economiseur 
servant a prerefroidir fair neuf admis avec un debit identique. L’ echangeur est un appareil a plaques planes 
et a courants croises sans brassage. Sa surface d’echange est de 50 m 2 et son coefficient global de transfert 
est de 2000 W.m 2 .°C _1 . 

a) Calculer l’efficacite de l’echangeur et la temperature de sortie de fair neuf si sa temperature d’entree 
est de 35°C. 

b) Calculer la temperature de sortie de l’air vicie et la puissance thermique recuperee dans cet echangeur. 

46. Apres un essai de fonctionnement fait sur un echangeur a un passage en enveloppe et deux passages en 
tubes, on dispose des donnees suivantes : 

- Interieur des tubes : huile en ecoulement turbulent : 

debit = 2270 kg.h' 1 ; c p = 0,5 kcal.kg" \°C\ Q en ^ e = 71°C ; 0 sortie = 38°C. 

- Exterieur des tubes : eau : 0 en tree = 16°C ; 0 sorti e = 27°C. 

On souhaite predire le fonctionnement de cet echangeur avec un debit d’ huile reduit au % du precedent 
et une temperature d’entree de 98°C. 

Calculer la temperature de sortie d’huile pour un debit et une temperature d’eau identique. On 
supposera que le coefficient de transfert cote huile est faible devant celui cote eau. 

47. On considere un echangeur tubulaire, suppose parfaitement isole, comportant 100 tubes de cuivre de 2,4 m 
de long, de 10 mm de diametre interieur et 13 mm de diametre exterieur, repartis dans la section de 
l’echangeur comme indique sur le schema ci-apres : 



o 


o 


o 




o 


o 


o 


Entraxe : 20 cm 


o 


o 


o 





A 1’ interieur des tubes se vaporise un fluide frigorigene, a 1’ exterieur des tubes et parallelement a ceux-ci 
circule de fair a refroidir. 

a) Calculer le diametre equivalent D e cote air. 

b) Pour quelle valeur du debit d’air y a-t-il passage du laminaire au turbulent ? Quel type d’ ecoulement 
choisira-t-on ? 

c) Un debit d’air de 2500 kg.h" 1 penetre a 30°C dans l’echangeur et on veut qu’il en sorte a 10°C. Quelle 
doit etre la temperature d’ evaporation du fluide frigorigene ? 

48. On souhaite dimensionner un echangeur gaz-liquide a courants croises parcouru par un debit d’eau de 
8,33 kg.s" 1 que Ton chauffe de 20 a 90°C a partir de 41,67 kg.s" 1 d’air a 300°C. 

On dispose pour cela de tubes de diametre exterieur 50 mm et d’epaisseur 5 mm que l’on souhaite monter 
en quinconce equilatere avec un entraxe de 75 mm. L’eau circule a l’interieur des tubes et l’air chaud 
circule perpendiculairement aux tubes. 

Calculer pour une longueur maximale de tubes de 6 m : 

a) le nombre de nappes de tubes. 

b) Le nombre de tubes par nappe. 
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